
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

אלגברה ליניארית ב



תוכן העניינים

1 1. מרחבים וקטורים

20 2. ערכים עצמיים-וקטורים עצמיים-לכסון מטריצות - דימיון 

32 3. העתקות ליניאריות 



אלגברה ליניארית ב
פרק 1 - מרחבים וקטורים

תוכן העניינים

1. מרחבים ותת-מרחבים י 1

2. צירופים ליניאריים, פרישה ליניארית ותלות ליניארית י 5

3. בסיס ומימד, דרגה של מטריצה י 9

4. חיתוך, סכום וסכום ישר של תת-מרחבים י 13

5. וקטור קואורדינטות ומטריצת מעבר מבסיס לבסיס י 18
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 מרחבים-ותתמרחבים 

 ןסימו

nR-  ם הממשיים ממימדהווקטורישל כל  הווקטוריהמרחב  n   מעל השדה הממשיR. 

 nM R -   של כל המטריצות הריבועיות מסדר   הווקטוריהמרחבn   מעל השדה הממשיR. 

 nP R-  לשל כל הפולינומים ממעלה קטנה או שווה  הווקטוריהמרחב -n   מעל השדהR. 

 F R-  של כל הפונקציות הממשיות   הווקטוריהמרחב( ):f R R→   מעל השדהR. 

 

 

 שאלות

 :3Rמרחב של  -תת Wבדוק האם   1-7בשאלות 

1) {( , , ) | 0}W a b c a b c= + + = 

 

2) {( , , ) | }W a b c a c= = 

 

3) {( , , ) | 3 }W a b c a b= = 

 

4) {( , , ) | }W a b c a b c=   

 

5) 2{( , , ) | }W a b c a c= = 
 

6) {( , , ) | }W a b c c b b a= − = − 

 מהווים סדרה חשבונית.  c- ו a  ,b  ,כלומר
 

7) 2{( , , ) | , }W a b c b a q c a q= =  =  

 מהווים סדרה הנדסית.  c- ו a  ,b  ,כלומר
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מרחב של  -תת Wבדוק האם  8-15 בשאלות  nM R : 

8) W   ,מורכב מן המטריצות הסימטריות. כלומר{ | }TW A A A= =. 
 

9) W   מורכב מכל המטריצות המתחלפות בכפל עם מטריצה נתונהB . 
}כלומר,   | }W A AB BA= =. 

 
10) W .מורכב מכל המטריצות שהדטרמיננטה שלהן אפס 

}  כלומר, | | | 0}W A A= =. 
 

11) W  2  ששוות לריבוע שלהן. כלומר,  מורכב מכל המטריצות{ | }W A A A= =. 
 

12) W  .מורכב מכל המטריצות שהן משולשות עליונות 
 

13) W   מורכב מכל המטריצות שמכפלתן במטריצה נתונהB  .הוא אפס 
}  כלומר, | 0}W A AB= =. 

 
14) W קבה שלהן אפס. כלומר,  מורכב מכל המטריצות שהע{ | ( ) 0}W A tr A= =. 

 
15) W  .מורכב מכל המטריצות שבהן סכום כל שורה הוא אפס 

 

 

מרחב של  -תת הוא  Wבדוק האם   16-21 בשאלות  nP R: 

16) W  כשורש. כלומר,   4מורכב מכל הפולינומים בעלי{ ( ) | (4) 0}W p x p= =. 
 

17) W  .מורכב מכל הפולינומים בעלי מקדמים שלמים 
 

18) W   4מורכב מכל הפולינומים בעלי מעלה. 
}כלומר,   ( ) | deg( ) 4}W p x p= . 

 
19) W   מורכב מכל הפולינומים בעלי חזקות זוגיות בלבד שלx. 

 
20) W   מורכב מכל הפולינומים ממעלהn,   4כאשר 7n . 

 

21) { ( ) | (0) 1}W p x p= = 
  

1
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מרחב של  -תת הוא  Wבדוק האם   22-30בשאלות  F R: 

22) W  .מורכב מכל הפונקציות הזוגיות 
}ממשי   xכלומר, לכל   ( ) | ( ) ( )}W f x f x f x= − =. 

 
23) W .מורכב מכל הפונקציות החסומות 

}ממשי   xכלומר, לכל   ( ) | ( ) }W f x f x M= . 

 
24) W  .מורכב מכל הפונקציות הרציפות 

 
25) W  .מורכב מכל הפונקציות הגזירות 

 
26) W  .מורכב מכל הפונקציות הקבועות 

 

27) 
1

0

( ) | ( ) 4W f x f x dx
  

= = 
  

 הנח ש( -f  [0,1]-אינטגרבילית ב.) 

 

28)  ( ) | '( ) 0W f x f x=  (.xגזירה לכל   f- )הנח ש =

 

29)  ( ) | '( ) 1W f x f x=  (.xגזירה לכל   f- )הנח ש =

 

30)  ( ) | ( ) ( 1)W f x f x f x= = + 

 

)בדוק האם   (31 ) 1 2 3 2 1 3 1 1, , | ,W z z z z z z z z= = =  :3Cמרחב של  -תתהוא  +

 .  מעל השדה הממשי .א

 .  מעל שדה המרוכבים .ב
 

נתונה המטריצה   (32

0 0 0 1 1

0 0 0 1 3

0 0 0 1 1

1 1 1 1 1

1 3 1 1 1

A

 
 

− 
 = −
 

− − − 
 − 

. 

Axכך שלמערכת  , b  מצא וקטור .א b=  .אין פתרון 
Axכך שלמערכת  , b  קטוריםומהי קבוצת כל הו  .ב b=  ?אין פתרון 

 ?5Rמרחב של  -האם הקבוצה מסעיף ב' מהווה תת .ג
  

1

פרק 1מרחבים וקטורים

3

3



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.il- לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון   –כתב ופתר  
 

 . F  מעל שדה  ,4-מרחב הפולינומים ממעלה קטנה או שווה ל  V  יהי  (33

  עבורו הקבוצה, k  מצאו תנאי על .א | (0) (1) (2)W p V p p p k=  = = =  ,

 .V  מרחב של-הינה תת
 .W  שפורשים את, V- פולינומים ממצאו קבוצה סופית של   .ב

 
 . 'בסיס ומימד למרחב הפתרונות של מערכת משוואות הומוגנית'הערה: לפתרון סעיף זה עבור קודם על הנושא  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 לא  (5 לא  (4 כן  (3 כן  (2 כן  (1

 לא  (10 כן  (9 כן  (8 לא  (7 כן  (6

 כן  (15 כן  (14 כן  (13 כן  (12 לא  (11

 לא  (20 כן  (19 כן  (18 לא  (17 כן  (16

 כן  (25 כן  (24 כן  (23 כן  (22 לא  (21

 כן  (30 לא  (29 כן  (28 לא  (27 כן  (26

    ב. לא  א. כן  (31

u(1,0,0,0,0)א.  (32 = 
 ג. לא.  

ב.  1 2 3 4 5 1 2 3( , , , , ) | 2 0B b b b b b b b b= − + +  

0kא.  (33 ב.  = 2 3 2 42 3 ,6 7W span x x x x x x= − + − + 
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 ליניאריתתלות ו פרישה ליניאריתצירופים לינאריים, 

 שאלות

      ם הבאים:   הווקטורינתונים   7-1 בשאלות 

  1 2 3 4(4,1,1,5), (0,11, 5,3), (2, 5,3,1), (1,3, 1,2)u u u u= = − = − = − 

 

 ?4uהוא צירוף לינארי של   1u. האם  א (1

}4- שייך ל 1uהאם  ב.  }Sp u? 

האם הקבוצה  ג.  1 4,u u   ליניאריתתלויה ? 

 
 ?2u-ו 1uהוא צירוף לינארי של   3u. האם  א (2

1- שייך ל 3u. האם  ב 2{ , }Sp u u? 

. האם הקבוצה  ג 1 2 3, ,u u u   ליניאריתתלויה ? 

 ם האחרים. הווקטוריכצירוף לינארי של  רשום כל וקטור בקבוצה  ,במידה וכן   
 

 ?2u-ו 1uהוא צירוף לינארי של   4u. האם  א (3

1- שייך ל 4u. האם  ב 2{ , }Sp u u? 

. האם הקבוצה  ג 1 2 4, ,u u u ליניארית  תלויה ? 

 ם האחרים. הווקטורירשום כל וקטור בקבוצה כצירוף לינארי של   ,במידה וכן   
 

,4,12)נתון   (4 , 2 )v k k= −. 

 vקטור  ועל מנת שהו  ,kמה צריך להיות ערכו של א. 
 ?2u-ו  1uיהיה צירוף לינארי של  

 v  שהווקטורעל מנת  ,kמה צריך להיות ערכו של ב. 
1- ליהיה שייך   2{ , }Sp u u? 

על מנת שהקבוצה   ,kמה צריך להיות ערכו של ג.  1 2, ,u u v 

 ? ליניאריתתהיה תלויה 

 

)נתון   (5 , , , )v a b c d=. 
,  מה התנאים עלא.  , ,a b c d,  שהווקטורעל מנת  v 

 ?2u-ו  1uיהיה צירוף לינארי של  

,מה התנאים על  ב.  , ,a b c d, שהווקטור מנת  על  v 1- יהיה שייך ל 2{ , }Sp u u? 

,  מה התנאים עלג.  , ,a b c d,   על מנת שהקבוצה 1 2, ,u u v 

 ? ליניארית תלויה תהיה

 

1
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)  הווקטורהבע את  (6 )10,8,0,14v כצירוף לינארי של   =
1u, 

2u 3- וu. 

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת

 

)  הווקטורהבע את  (7 )7,10, 2,11v = כצירוף לינארי של   −
1u, 

2u, 
3u 4- וu. 

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת
 

 נתונות המטריצות הבאות: (8

    
4 1 0 11 2 5 1 3

, , ,
1 5 5 3 3 1 1 2

A B C D
−       

= = = =       
− −       

 

]2מעל   ליניארית  בדוק האם המטריצות תלויות   .א ]M R. 

רשום כל אחת מהמטריצות כצירוף לינארי   ,במידה והמטריצות תלויות .ב
 של יתר המטריצות. 

- שייכת ל Aהאם המטריצה   .ג ,Sp B C? 

 

נתונים הפולינומים הבאים:  (9
2 3 2 3

1 2

2 3 2 3

3 4

( ) 4 5 , ( ) 11 5 3 ,

( ) 2 5 3 , ( ) 1 3 2

p x x x x p x x x x

p x x x x P x x x x

= + + + = − +

= − + + = + − +
. 

]3מעל    ליניארית בדוק האם הפולינומים תלויים   .א ]P R . 

רשום כל פולינום כצירוף לינארי   ליניארית,במידה והפולינומים תלויים  .ב
 שאר הפולינומים.  של

- שייך ל 2pהאם הפולינום   .ג 1 4,Sp p p? 

 

,איזה ערכים של    בורע (10 ,a b c, ליניארית: ם הבאים תלויים הווקטורי 

       ( ,2,4),(2.4, ,2),( , ,6),( ,2, )c a c b b a 

 

ם  הווקטורינתון כי קבוצת    11-13בשאלות  , ,u v w  ב  ליניארית  תלויהבלתי -[ ]V F. 

 , ליניאריתבדוק האם הקבוצות הבאות תלויות 
 ם האחרים: הווקטורישל  כן רשום כל וקטור כצירוף ובמידה  ו

11)  , , 2u v u w u v w− − + − 

 

12)  2 3 , 4 5 6 ,7 8 9u v w u v w u v w+ + + + + + 

 

13)  , ,u v v w w+ + 

  

1
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ם  הווקטוריבדוק האם   14-15בשאלות  (1, , 1), ( 1, 1, 2)i i i i− + − − , 

 :3C- ב  ליניארית תלויים  

 .  מעל (14

 

 .  מעל (15

 

V  -נתבונן ב (16 R= כמרחב וקטורי מעל השדה  Q. 

הוכיחו כי הקבוצה   1, 2,  .Q  כשהוא מרחב וקטורי מעל, R- היא בת"ל ב  3

 

תהי   (17
m nA 

שעמודותיה   ,מטריצה 
1 2, ,... nA A A. 

 הוכיחו את הטענה הבאה:

Axלמערכת   b= יש פתרון אם ורק אם   1 2, ,..., nb span A A A. 

 

 : 4Rקבוצות של  -תת  3לפניכם  (18

      

 

 

 

(1, 2, 2,1), (1,1, 1, 1), (0,0,1,1)

(1,1,0,0), (1, 2,1,0), (1,3,3,1)

(2,3,1,0), (1, 2,1,0), (1, 4,3,1)

U span

W span

V span

= − −

=

=

  

Uהאם א.  .א W=? 

Uב. האם    .ב V=? 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

 ג. לא.   ב. לא.   א. לא.  (1

ג. כן,    ב. כן.  א. כן.  (2
1 3 2 2 1 32 , 2u u u u u u= + = −. 

1ג. כן,    ב. כן.  א. כן.  (3 4 2 2 4 14 , 4u u u u u u= − = −. 

4kא+ב+ג.  (4 = − 

5) 5 3 , 4 13 , 7 , 7a t s b t s c s d t= + = − = = 

6) 
1 2 32v u u u= +  . אינסוף,  +

7) 1 2

7 3

4 4
v u u=  . אינסוף, +

2Aכן.  ג.   א. המטריצות תלויות.  (8 B C= + 
2ב.  , 2 , 0.5 0.5 , 0.25 0.25A B C B A C C A B D A B= + = − = − = + 

2ג.   א. הפולינומים תלויים.  (9 4 14p p p= − 

1ב.  2 3 2 1 3 3 1 2 4 1 22 , 2 , 0.5 0.5 , 0.25 0.25p p p p p p p p p p p p= + = − = − = + 

,לכל ערך של   (10 ,a b c. 

2הווקטורים תלויים ליניארית, ומתקיים:   (11 , 0.5 0.5 , 2x y z y x z z y x= − = + = −. 

2הווקטורים תלויים ליניארית, ומתקיים:   (12 , 0.5 0.5 , 2x y z y x z z y x= − = + = −. 

 בלתי תלויים ליניארית.  (13
 תלויים.  (14
 בלתי תלויים ליניארית.  (15
 הוכחה.  (16
 הוכחה.  (17
 לא. ב.   כן. א.  (18
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 , דרגה של מטריצה בסיס ומימד

 שאלות

 :3R- לבדוק אם הקבוצות הבאות הן בסיס   (1

,(1,0,1)} .א (0,0,1)} 

,(1,1,2)} .ב (1,2,3), (3,3,4), (2,2,1)} 

,(1,2,3)} .ג (4,5,6), (7,8,9)} 

 

2- לבדוק אם הקבוצות הבאות הן בסיס   (2 2[ ]xM R: 

 .א
1 2 5 6 9 1

, ,
3 4 7 8 2 3

      
      
      

 

 .ב
1 2 5 6 9 1 5 6 5 16

, , , ,
3 4 7 8 2 3 7 2 7 8

          
          
          

 

 .ג
1 1 0 1 0 0 0 0

, , ,
1 1 1 1 1 1 0 1

        
        
        

 

 
2- לבדוק אם הקבוצות הבאות הן בסיס   (3 ( )P R: 

1}2 .א , 2 3}x x x+ + + 

2 .ב 2 2{1 , 2 3,2 4 , }x x x x x x x+ + + + − 

2 .ג 2 2{1 2 3 , 4 5 6 ,7 8 10 }x x x x x x+ + + + + + 

 

3R :-נתונה קבוצת וקטורים ב  (4 (1,2,3), (4,5,6), (7,8,9),(2,3,4)T =. 

 ?3R- לבסיס   Tהאם   .א

 , שהיא קבוצה מקסימלית של וקטורים ,T'מצא קבוצה   .ב
 .T- ליניארית בבלתי תלויה 

 .3R  לבסיס של T'השלם את   .ג
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 מציאת בסיס וממד למרחב פתרונות של מערכת משוואות הומוגנית 

 הומוגניות: מערכות של משוואות  3לפניך  (5

1 .

2 0

3 7 4 0

5 3 15 6 0

x y z w

x y z w

x y z w

+ − + =


− + + =
− + − − =

  2  .

0

2 0

3 3 0

x y z w

x z w

x y z w

− + + =


+ − =
 + + − =

 3 .
0

2 2 2 2 0

x y z w

x y z w

− + + =


− + + =
 

 . 1את המרחב הנפרש ע"י מערכת המשוואות  W- בנסמן 
 . 2י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע U- בנסמן 

 . 3י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע V- בנסמן 

 .V- ו W ,U- ל מצא בסיס וממד 

 

נתון   (6 4( , , , ) | ,U a b c d R a c b d=  = =. 

 .U- ל מצא בסיס וממד 
 

נתון   (7 4( , , , ) | ,U a b c d R c a b d b c=  = + = +. 

 .U- ל מצא בסיס וממד 
 

נתון   (8 4 | (1, 1,1, 1) 0U v R v=   − − =. 

 .U- ל מצא בסיס וממד 
 

נתון   (9 2 2[ ] | T

xU A M R A A=  =. 

 .U- ל מצא בסיס וממד 

 

2  נתון (10 2

1 1 0 0
[ ]

1 1 0 0
xU A M R A

 −    
=   =    

     

. 

 .U- ל מצא בסיס וממד 

 

 נתון (11 3( ) [ ] (1) 0|U p x P R p=  =. 

 .U- ל מצא בסיס וממד 
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 מרחב -תת מציאת בסיס וממד ל

     :4R  לפניכם שני תתי מרחבים של המרחב (12

    
 

 

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U span

V span

= − − − − −

= − − −
 

  .U- ל ממד ומשוואות  ,מצא בסיס .א

  .V- ל ממד ומשוואות  ,מצא בסיס .ב

 

2  מרחב של המרחב-תת לפניכם  (13 2[ ]xM R: 

      
1 1 4 1 2 1

, ,
1 2 1 1 1 3

U span
 −      

=       
− − −      

 

 .U- ל מצא בסיס וממד 

 

]3  מרחב של המרחב-תת לפניכם  (14 ]P R: 

    2 3 2 3 2 31 2 ,4 ,2 3U span x x x x x x x x x= + − + + − + − + − 

 .U- ל מצא בסיס וממד 
 

 מטריצה מציאת בסיס וממד למרחב שורה ומרחב עמודה של מטריצה, דרגת 

 של המטריצה,  מצא בסיס וממד למרחב השורה ומרחב העמודה  16-15בשאלות 
 :(rank) וציין את דרגת המטריצה

15) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 −
 

− 

 

 

16) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 
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 תשובות סופיות 

 לא. ג.   לא. ב.   לא. א.  (1
 ג. כן.   ב. לא.   א. לא.  (2
 ג. כן.   ב. לא.   א. לא.  (3

)ב.   א. לא.  (4 ) ( ) ' 1,2,3 , 4,5,6T )ג.   = ) ( ) ( ) ' 1,2,3 , 4,5,6 , 0,0,1T = 

)בסיס:   - Wא.  (5 ) ( ) 1.5,2.5,1,0 , 1.5, 0.5,0,1− −  . 2, ממד: −

      U -   :בסיס( ) ( ) 2, 1,1,0 , 1,2,0,1−  . 2, ממד: −

      V -   :בסיס( ) ( ) ( ) 1,0,0,1 , 1,0,1,0 , 1,1,0,0−  . 3, ממד: −

)בסיס:   (6 ) ( ) 0,1,0,1 ,  . 2, ממד: 1,0,1,0

)בסיס:   (7 ) ( ) 1,1,0,1 , 2, 1,1,0−  . 2, ממד: −

)בסיס:   (8 ) ( ) ( ) 1,0,0,1 , 1,0,1,0 ,  . 3, ממד: −1,1,0,0

בסיס:   (9
0 0 0 1 1 0

, ,
0 1 1 0 0 0

      
      
      

 . 3, ממד: 

בסיס:   (10
0 0

0 0

  
  
  

 . 0, ממד: 

)בסיס:   (11 ) ( ) ( )( ) 3 2

1 2 31 , 1 , 1p x x p x x p x x= − + = − + = −  . 3, ממד: +

)א. בסיס:   (12 ) ( ) 1,1, 1,2 , 0, 4,10, 2− −  . 2, ממד: −

)ב. בסיס:   ) ( ) ( ) 1, 1,1,1 , 0, 1,1, 2 , 0,0, 2,5− − −  . 3, ממד: −

בסיס:   (13
1 1 0 3

,
1 2 3 7

 −   
    
− −    

 . 2, ממד: 

בסיס:   (14 2 3 2 31 2 , 3 3 7x x x x x x+ − + − +  . 2, ממד: −

)מרחב שורה: בסיס:   (15 ) ( ) 4,1,1,5 , 0,11,  . 2, ממד: −5,3

מרחב עמודה: בסיס:  

4 0

0 4
,

2 2

1 1

    
    
     
   − 
        

 . 2, דרגה: 2, ממד: 

)מרחב שורה: בסיס:   (16 ) ( ) ( ) 1,2,1,3,5 , 0,11, 5, 4 , 0,0,0,1,1−  . 3 , ממד:−

מרחב עמודה: בסיס:  

1 0 0

2 1 0
, ,

1 3 16

2 7 37

      
      
       
     − − 
      −      

 . 3, דרגה: 3, ממד: 
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 מחבים-חיתוך, סכום וסכום ישר של תת

 שאלות

מערכות של משוואות לינאריות הומוגניות: 3לפניך  (1

2 0 0
0

1) 3 7 4 0 2) 2 0 3)
2 2 2 2 0

5 3 15 6 0 3 3 0

x y z w x y z w
x y z w

x y z w x z w
x y z w

x y z w x y z w

+ − + = − + + = 
− + + = 

− + + = + − =  
− + + = − + − − = + + − = 

 

,- נסמן ב ,V U W  בהתאמה.   3-ו  2,1את המרחבים הנפרשים ע"י פתרון המערכות 

 .V- ו U ,W- מצא בסיס וממד ל  .א
U- מצא בסיס וממד ל  .ב V+. 
U- מצא בסיס וממד ל  .ג V. 

 

:4Rשל המרחב   מרחבים -תתלפניכם שני  (2

 

 

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U sp

V sp

= − − − − −

= − − −
 

 .U- מצא בסיס, ממד ומשוואות ל  .א
 .V- מצא בסיס, ממד ומשוואות ל  .ב
U- מצא בסיס וממד ל  .ג V+ . 
U- מצא בסיס וממד ל  .ד V )פתור בשתי דרכים שונות( . 

4Uהאם   .ה V R+ =? 

4Uהאם   .ו V R =? 
 

]3מרחבים של המרחב  -תתלפניכם שני  (3 ]P R: 

 

 

2 3 2 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3

1 2 ,3 7 4 , 5 3 15 6

1 ,1 2 ,1 3 3 ,5 5 8

U sp x x x x x x x x x

V sp x x x x x x x x x x x

= + − + − + + − + − −

= − + + + − + + − + + +
 

U- מצא בסיס וממד ל  .א V+. 
U- מצא בסיס וממד ל  .ב V. 

 
]3מרחבים של המרחב  -תתלפניכם שני  (4 ]P R:

 

 

3 2 3 2 3

3

1 ,1 2 2 , 1 2 3 2

( ) [ ] (1) ( 1) 0

U sp x x x x x x x x

V p x P R p p

= + + + + + − + + +

=  = − =
 

U- מצא בסיס וממד ל  .א V+. 
U- מצא בסיס וממד ל  .ב V. 
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מרחבים של המרחב  -לפניכם שני תת (5
3[ ]P R :

 

 

2 3

3

1 , ,1

( ) [ ] '(0) 0

U sp x x x x

V p x P R p

= + + +

=  =
 

U- מצא בסיס וממד ל  V. 
 

]2מרחבים של המרחב  -לפניכם שני תת (6 ]M R

3 5 3
, ,

7 15 2 4 6

1 1 1 0 1 1 5 1
, , ,

1 1 2 1 3 3 5 8

x y z x y z
U x y z R

x y z x y z

W sp

 + − − + 
=   − + − + −  

 −       
=         − −        

 

 .W- ול U- מצא בסיס וממד ל  .א

U- מצא בסיס וממד ל  .ב W+. 

U- מצא בסיס וממד ל  .ג W. 
 אשר את משפט הממד עבור תרגיל זה.  .ד

 
]2מרחבים של המרחב  -לפניכם שני תת (7 ]V M R=:

  1 1
| , | 0

1 1
TU A V A A W A V A

  
=  = − =  =  − −  

 

 .W- ול U- מצא בסיס וממד ל  .א

U- מצא בסיס וממד ל  .ב W+. 

U- מצא בסיס וממד ל  .ג W. 

Uהאם   .ד W V+ =? 
Uהאם   .ה W V =? 

 
]3מרחבים של המרחב  -לפניכם שני תת (8 ]V M R=: 

{A   משולשית עליונה | , { |TU A V A A W A V=  = =  

 .U- מצא בסיס וממד ל  .א

 .W- מצא בסיס וממד ל  .ב

U- מצא בסיס וממד ל  .ג W+. 

U- מצא בסיס וממד ל  .ד W. 

U .ה W V = 
 

 .3Rשל   2מרחבים מממד -שני תת W- ו U  יהיו (9
)dimהוכח כי   ) 0U W . 
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 . 10מרחב וקטורי ממימד  Vיהי   (10
 . 9ממימד  V  מרחבים שונים של-שני תת W- ו U  יהיו

U   הוכח כי  .א W V+ =. 

)חשב   .ב )dim U W. 

 
 . 10מרחב וקטורי ממימד  Vיהי   (11

 . 7ממימד  Vמרחבים שונים של  -שני תת W- ו U  יהיו
Uמצא את המימדים האפשריים של   W ו -U W+. 

 
 . 7מרחב וקטורי ממימד  Vיהי   (12

)-כך ש ,Vמרחבים של  -שני תת W- ו U  יהיו ) dim 4, dim 5U W U W = =. 

Uהאפשריים של    מצא את המימדים W ו -U W+. 

 

F  .,Aמרחב וקטורי מעל שדה  Vיהי   (13 B V  . 

  :נגדיר | ,A B a b a A b B+ = +  . 

 הוכח או הפרך: 

) .א ) ( ) ( )sp A B sp A sp B+ =  

) .ב ) ( ) ( )sp A B sp A sp B =  

) .ג ) ( ) ( )sp A B sp A sp B = + 

) .ד ) ( ) ( )sp A B sp A sp B+ = + 

) .ה ) ( ) ( )sp A B sp A sp B =  
 

המוגדרים על ידי: , 3Rמרחבים של  -תת W- ו U  יהיו (14

   ( , , ) | , (0, , )U a b c a b c W b c= = = =. 

3Uהוכח כי   W R =. 
 

]יהי   (15 ]nV M R=. 

 המכיל את כל המטריצות הסימטריות.  Vשל   מרחב -תת Uיהי   .א
 סימטריות. - צות האנטיהמכיל את כל המטרי Vשל   מרחב -תת Wיהי  

Uהוכח כי   W V =. 

 המשולשות העליונות.  המכיל את כל המטריצות  Vשל   מרחב -תת Uיהי   .ב
 התחתונות.  המכיל את כל המטריצות המשולשות  Vשל   מרחב -תת Wיהי  

Uהוכח כי   W V . 
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 תשובות סופיות

 א. (1 ( 1.5, 2.5,1,0), ( 1.5, 0.5,0,1) , dim 2WB W= − − − =

 ( 2, 1,1,0), (1, 2,0,1) , dim 2U UB = − − =

 ( 1,0,0,1), ( 1,0,1,0), (1,1,0,0) , dim 3VB V= − − = 

ב.  (0,0, 1,1), (0,1,1,0), (1,1,0,0) dim( ) 3U VB U V+ = − + = 

ג.   ( )( 2, 1,1,0), (1, 2,0,1) , dim 2U VB U V = − −  = 

א.  (2 (1,1, 1, 2), (0, 2, 5,1) , dim 2UB U= − − = ,
3 5 2 0

3 2 0

x y z

x y t

− + + =

− − + =

  

ב. (1, 1,1,1), (0,1,1, 2), (0,0, 2, 5) , dim 3VB V= − − − = ,8 5 2 0x y z t− − + + =  

 ג. (1,1, 1, 2), (0, 4,10, 2), (0,0,1,0), (0,0,0,1) , dim( ) 4U VB U V+ = − − − + = 

 ד. (5,1,5,8) , dim( ) 1U VB U V =   . ו. לא  ה.  כן.   =

 א. (3  ( )2 3 2 3 2 31 2 ,2 5 , , , dim 4U V sp x x x x x x x x U V+ = + − + − + + = 

ב.  2 35 5 8 , dim( ) 1U VB x x x U V = + + +  = 

א. (4 3 2 3 2 31 , , 2 , dim( ) 3U VB x x x x x x x U V+ = + + + + + + = 

ב. 21 , dim( ) 1U VB x U V = − +  = 

5)  2 31 ,1 , dim( ) 2U VB x x U V = − + +  = 

 א. (6
1 1 0 4

, , dim( ) 2
1 2 10 2UB U

 −   
= =    − −    

 

1 1 0 1 0 0
, , , dim( ) 3

1 1 1 2 6 15WB W
 −     

= =      − −      
 

 ב.
1 1 0 2 0 0 0 0

, , , , dim( ) 4
1 2 5 1 1 0 0 1U WB U W+

        
= + =        − −        

 

 ג.
5 1

, dim( ) 1
5 8U WB U W

  
=  =  

  
 

 ד. ראו בווידאו.
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א.  (7
0 1 0 0 1 1

, dim 1, , , dim 2
1 0 1 1 0 0U WB U B W

   −     
= = = =        

        
   

)ב.  )
0 1 0 0 1 1

, , , dim 3
1 0 1 1 0 0U WB U W+

 −     
= + =      

      
  

ג. 
0 0

, dim( ) 0
0 0U WB U W

  
=  =  

  
 

 ה. לא.   ד. לא.

א.  (8

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 1 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

dim 6

UB

U

            
            =  
                        

=

 

ב. 

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

dim 6

WB

W

            
            =  
                        

=

 

ג. 

( )

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 1 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

dim 9

U WB

U W

+

            
            
            
           

=  
      
      
            

+ =

 

)ד.  )
1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , dim 3

0 0 0 0 0 0 0 0 1
U WB U W

      
      =  = 
            

 

 ה. לא. 

 הוכחה.  (9

 8ב.  א. הוכחה. (10

11) ( )dim 4,5,6 7U W or = ,( )dim 8, 9 10U W or+ =  

12) ( )dim 6 7U W or+ = ,( )dim 2,3 4U W or = 

 הוכחה.  (13

 הוכחה.  (14

 הוכחה.  (15

1

פרק 1מרחבים וקטורים

17

17
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 ומטריצת מעבר מבסיס לבסיס  וקטור קואורדינטות

       : 3Rנתונים שני בסיסים של   (1
   

1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1),(0,1,1), (0,0,1) }B B= = 

מצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס   .א
1B. 

- סמן וקטור זה ב 
1B

v. 

מצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס   .ב
2B. 

- סמן וקטור זה ב 
2B

v. 

מצא מטריצת מעבר מהבסיס   .ג
1B   2לבסיסB. 

2- סמן מטריצה זו ב

1

B

B
M  . 

לבסיס   2Bמצא מטריצת מעבר מהבסיס   .ד
1B. 

2- סמן מטריצה זו ב

1

B

B
M  . 

 אשר את הטענות הבאות: .ה

1. 1

2 1 2

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B
 = 

2. 2

1 2 1

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B
 = 

3. ( )
1

2 1

1 2

[ ] [ ]
B B

M M
B B

−

= 

 

]2נתונים שני בסיסים של   (2 ]P R: 
2 2 2 2

1 2{1 , , } , { 1 , , }B x x x x B x x x x= + + = + +. 

 .1Bמצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס   .א

- סמן וקטור זה ב 
1B

v. 

 .2Bמצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס   .ב

- סמן וקטור זה ב 
2B

v. 

 .2Bלבסיס   1Bמצא מטריצת מעבר מהבסיס   .ג

2- סמן מטריצה זו ב

1

B

B
M  . 

  

1

פרק 1מרחבים וקטורים
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נתונים שני בסיסים של   (3
2[ ]M R: 

1 1 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 1 0 0 1

B

E

        
=         

        

        
=         

        

 

 .Bמצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס   .א

- סמן וקטור זה ב 
B

v. 

 .Eמצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס   .ב

- סמן וקטור זה ב 
E

v. 

 .Eלבסיס   Bמצא מטריצת מעבר מהבסיס   .ג

- סמן מטריצה זו ב
E

B
M  . 

 

 .V  בסיס של  B  מרחב וקטורי ויהי V  יהי  (4

  קטוריםוהוכח כי הו 1 2, ,..., mu u u  ,בת"ל 

 , הקואורדינטות שלהםוקטורי  אם ורק אם  

B,   לפי הבסיס 1 2[ ],[ ],...,[ ]mu u u,  .הם בת"ל 

 הסבר כיצד השתמשנו בטענה זו רבות במהלך הקורס. 
 

 

 

 תשובות סופיות 

)א.  (1 ), ,x y x z z− )ב.   − ), ,x y z x y− 2ג.   −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
 

  = − −   
 
 

 

1ד. 

2

1 0 0

1 1 1

2 1 0

B

B
M

 
 

  =   
 − − 

 ה. הוכחה.   

)א.  (2 ), ,a b a c c− )ב.  − ), ,a b c a b− 2ג.   −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
 

  = − −   
 
 

 

)א.  (3 ), , ,x y x z y x t z y x− − + − + )ב.  − ), , ,x y z t  .ג

1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1

 
 
−
 
 −
 
− − 

 

 שאלת הוכחה.  (4

1

פרק 1מרחבים וקטורים

19

19



אלגברה ליניארית ב
פרק 2 - ערכים עצמיים-וקטורים עצמיים-לכסון מטריצות - דימיון

תוכן העניינים

1. ערכים עצמיים וקטורים עצמיים ולכסון מטריצות י 20

2. דמיון מטריצות י 30

19

19
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 ערכים עצמיים, וקטורים עצמיים, לכסון 

 שאלות

 : 4-1בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

 מצא מטריצה אופיינית.  .א

 מצא פולינום אופייני.  .ב

 מצא ערכים עצמיים ואת הריבוב האלגברי של כל ערך עצמי.  .ג

 מצא מרחבים עצמיים ואת הריבוב הגיאומטרי של כל ערך עצמי.  .ד

 וקטורים עצמיים. מצא  .ה

 קבע האם המטריצה ניתנת ללכסון.  .ו

 . במידה והמטריצה ניתנת ללכסון, לכסן אותה .ז

1P-כך ש ,Pמצא מטריצה הפיכה    ,כלומר AP D−  מטריצה אלכסונית.  D, באשר  =

 .2009Aחשב    ,במידה והמטריצה ניתנת ללכסון .ח

 מצא את הפולינום המינימלי. .ט

 קבע האם המטריצה הפיכה לפי ערכיה העצמיים.  .י

 , בלבד I- ו Aבעזרת   −1Aבטא את   ,במידה והמטריצה הפיכה
 תוך שימוש במשפט קיילי המילטון. 

 

1) 

0 2 1

0 2 1

0 1 0

A

− 
 = −
 
 

 2) 

1 1 0

0 1 0

0 0 2

A

 
 

=  
 
 

 

3) 

1 0 1

0 1 0

1 0 1

A

 
 

=  
 
 

 4) 

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

 

 

  

1

פרק 2ערכים עצמיים-וקטורים עצמיים-לכ...
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 . וקטורים עצמיים- מצא ערכים עצמיים ו 6-5בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

 . במידה והמטריצה ניתנת ללכסון, לכסן אותה

1P-שכך  ,Pמצא מטריצה הפיכה    ,כלומר AP D−  מטריצה אלכסונית.  Dאשר  כ, =

 .   ופעם מעל   פתור פעם מעל

5) 
3 2

4 1
A

− 
=  

− 
 6) 

2 1

1 4
A

− 
=  
 

 

 

 :וקטורים עצמיים- מצא ערכים עצמיים ו 11-7בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

7) 

4 1 1

1 2 1

1 1 2

A

− − 
 

= −
 
 − 

 8) 

1 1 4

3 2 1

2 1 1

A

− 
 

= −
 
 − 

 

9) 

1 1 2

1 2 1

2 1 1

A

 
 

=
 
 
 

 10) 
1 1

4 1
A

 
=  
 

 

11) 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

− 
 

= − 
 − 

  

 

 

נתון   (12

2 2 1

1 1 2

0 6

k k k

A k

k

− + 
 

= − −
 
 − − 

. 

 ?A  יהיה ערך עצמי של המטריצה  2המספר  k  לאיזה ערך של הפרמטר 

 

 

1נתונה המטריצה הממשית  (13 3 2

2 8 5

a b b

A

 
 

= −
 
 − − 

. 

 . בלבד  -1-ו  1יהיו   Aעבורם הערכים העצמיים של  , b- ו aמצאו את ערכי   .א

 קבע האם המטריצה לכסינה.  ,שמצאת בסעיף א b- ו aעבור ערכי   .ב
  

1

פרק 2ערכים עצמיים-וקטורים עצמיים-לכ...

21

21
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3מטריצה ממשית ריבועית מסדר   Aתהי   (14 3. 

  הווקטורים העצמיים של המטריצה הםידוע כי 
1 2 3

0 1 1

0 , 1 , 1

1 1 0

v v v

−     
     

= = =
     
     
     

, 

1:  והם מתאימים לערכים העצמיים 2 36, 2 , 4  = = = −. 

 .A  מצא את המטריצה

 

3 ריבועית מסדרמטריצה ממשית קבע האם קיימת   (15 3, 

בעלת וקטורים עצמיים 
1 2 3

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 9

v v v

     
     

= = =
     
     
     

, 

1  :המתאימים לערכים העצמיים 2 31, 2 , 3  = = =. 

 במידה וקיימת מטריצה כזאת, מצא אותה. 

 

 הוכח או הפרך:  (16

 כל מטריצה הניתנת ללכסון היא הפיכה.  .א

 היא לא הפיכה. כל מטריצה הניתנת ללכסון   .ב

 כל מטריצה הפיכה ניתנת ללכסון.  .ג

קטור  ואשר הו  Aמת מטריצה  יקי .ד

4

1

10

 
 
 
 
 

 .14הוא ו"ע שלה השייך לע"ע  

 

 .A  נתונה מטריצה ריבועית (17
 הוכח או הפרך: 

 אם ורק אם המטריצה איננה הפיכה.  ,A  ערך עצמי של המטריצה 0 .א

אז  ,Aע"ע של   - והפיכה  Aאם  .ב
1


 .−1Aהוא ערך עצמי של   

 . אותו פולינום אופיינייש את   TA- ול A- ל .ג

 . אותם וקטורים עצמייםיש את   TA- ול A- ל .ד

 .Aהוא ע"ע של   אז   ,הוא   Aאם סכום האיברים בכל שורה של   .ה

1אם  .ו TA A− 1אז  ,Aהוא ע"ע של   ואם   = = . 

2Aאם  .ז A=   ואם   הוא ע"ע שלA,  0אז 1או   = = . 

  

1

פרק 2ערכים עצמיים-וקטורים עצמיים-לכ...
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 הוכח או הפרך: .n  מסדר ,B- ו A  ,נתונות שתי מטריצות ריבועיות (18

 אותם ערכים עצמיים. BA- ו AB- ל .א

 ,B- ו Aשל   ,שונה מאפס ,וקטור עצמי v- שנניח  .ב
4  וקטור עצמי של המטריצה הוא  גם  vאז  10A B+ . 

 

 מטריצה ריבועית הניתנת ללכסון.  Aתהי   (19

A, המטריצה  kהוכיחו כי לכל סקלר   .א kI+  .ניתנת ללכסון 

 מצא את הערך העצמי , Aהוא ערך עצמי של המטריצה   4אם  .ב
A.  של המטריצה  kI+ 

 

3מטריצה ממשית מסדר   Aתהי   (20 3. 

1ידוע כי   2,v v של   "עהם וA ,1  "עהמתאימים לע ,שונים מאפס =, 

1  "ע המתאים לע ,שונה מאפס ,"עהוא ו  3vוכי   = −. 

 הוכח או הפרך כל אחת מהטענות: 

1אם הווקטורים   .א 2,v v 2018אז   ,בת"לA I=. 

 ניתנת ללכסון.  A .ב

1קטורים  והוא צרוף לינארי של הו  3v .ג 2,v v. 

 

הפיכה.   Qמטריצה  והניתנת ללכסון   Bמטריצה   :n  נתונות שתי מטריצות מסדר (21
 הוכח או הפרך: 

1Qהמטריצה   .א BQ−  .אלכסונית 

1Qהמטריצה   .ב BQ− .ניתנת ללכסון 

 

 "ע. הוא ו vשעבורן   ,nאת קבוצת כל המטריצות מסדר   W- נסמן ב (22

 .n תת מרחב של מרחב המטריצות מסדר  Wהוכיחו כי   .א

עבור  .ב
4

2 ,
0

n v
 

= =  
 

 .W- מצאו בסיס ל, 

 

 הסעיפים הבאים:  2פתור את  (23

 . 4השייך לערך העצמי  vיש וקטור עצמי   Aידוע שלמטריצה   .א

4נתונה המטריצה   22 10 4B A A A I= − + −. 
 וחשב את הערך   Bוקטור עצמי גם של המטריצה   v- הוכח ש

 העצמי המתאים לו. 

 .  השייך לערך עצמי Aוקטור עצמי של מטריצה   v- נתון ש .ב
)יהי   )p x .פולינום 

)ו"ע של המטריצה   v- הוכח ש )p A השייך לערך עצמי  ( )p . 

1
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תהי   (24
1

4 1

a
A

 
=  
 

 .ממשי קבוע  aכאשר   ,

3aעבור   .א תנו דוגמה לזוג   ,=
x

y

 
 
 

 .A  שאינו וקטור עצמי של 

הזוג  ,aעבור איזה ערך של   .ב
1

2

 
 
 

 ?A  הוא וקטור עצמי של 

20יהי   .ג u  וקטור שאינו ו"ע של  A . 

  הוכיחו כי הקבוצה ,u Au,   2מהווה בסיס של. 

 

nמטריצות ריבועיות מסדר   B- ו Aתהיינה   (25 n כך ש -AB BA=. 

)נניח כי   )rank 1A n=  ,Aהוא וקטור עצמי של המטריצה   v- ו ,−

 של המטריצה.  0השייך לערך העצמי  
 .Bהוא וקטור עצמי של המטריצה   vהוכח כי  

 

 הסעיפים הבאים:  2פתור את  (26

 . 2מסדר  Aנתונה מטריצה ריבועית   .א

2-הוכח כי הפולינום האופייני של המטריצה שווה ל  .1
( ) tr( ) | |p x x A x A= − +. 

)trנתון כי   .2 ) 4A |. חשב את  = |A,  אם ידוע בנוסף שלמטריצה 
 יש ערך עצמי אחד. 

 .n  מסדר A  נתונה מטריצה ריבועית .ב

1נניח כי   1

1 1 0( ) ...n n

np x x a x a x a−

−= + + +  .Aהפולינום האופייני של   +

0הוכח כי   1( 1) | | , tr( )n

na A a A−= − = −. 

 

). ידוע כי  4מסדר  Bנתונה מטריצה ריבועית   (27 )rank 1B =. 

 הוכח:

 .B  ע"ע של המטריצה 0 .א

 . 3הוא  ,0הריבוי הגיאומטרי של הע"ע   .ב

 . 4או  3הוא   ,0הריבוי האלגברי של הע"ע  .ג

 ערכים עצמיים.   2לכל היותר  Bלמטריצה   .ד

)tr- אז הוא שווה ל ,0-ע"ע פרט ל Bאם למטריצה   .ה )B. 

  

1
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 .n  מסדר B  נתונה מטריצה ריבועית (28

)ידוע כי   )rank B k=,  כאשרk n. 

 הגיאומטרי והאלגברי שלו.   ומצא את הריבוי B  ערך עצמי של 0הוכח כי 
 

4תונה מטריצה  נ (29 4 4

10 10 10

a b c

A a b c

a b c

 
 =
 
 

 ( ). , ,a b c 

 . 0-ידוע שלמטריצה קיים ערך עצמי שונה מ 
 הוכח שהמטריצה ניתנת לליכסון.

 

)נתונה מטריצה   (30 )1 2 nA a a a=  .)מטריצה עם שורה אחת( 

TAמצא את הערכים העצמיים של המטריצה   A   1)הנחn (. 
 

2Aאם   ,תיקרא אידמפוטנטית Aמטריצה ריבועית  (31 A= . 
 מטריצה אידמפוטנטית.   Aתהי 

 בלבד.  1או    0הם  A  הוכח כי הערכים העצמיים של .א

 .A  רשום את כל האפשרויות עבור הפולינום המינימלי של .ב

 מתפרק לגורמים לינאריים.  A  הוכח כי הפולינום האופייני של .ג

 ניתנת ללכסון.  Aי  הוכח כ .ד

)כי  הוכח  .ה ) ( )tr rankA A=  .)סעיף זה דורש ידע בדימיון מטריצות( 

 

 . 5מטריצה ממשית מסדר  Aתהי   (32
 הוכח או הפרך: 

קיים תת מרחב   .א |W u Au u = dim-כך ש ,5Rשל   = 1W . 

1אם  .ב 2,u u ו"ע של  A , 1וקטור  ואז גם ה 2u u+   ו"ע שלA. 

 אז לשתי המטריצות , Aשקולת שורות למטריצה   B  אם המטריצה .ג
 עצמיים. אותם ערכים  

 אז כל הערכים העצמיים שלה שונים זה מזה. , R  לכסינה מעל A אם .ד

 A  שונים זה מזה, אז המטריצה A  אם כל הערכים העצמיים של .ה
 .R  לכסינה מעל

 

 . 3מטריצה ממשית מסדר  A  תהי (33
)detנתון כי   ) ( ) 0A tr A= 1וכי   =  ערך עצמי של המטריצה.  =

 הוכח כי המטריצה ניתנת לליכסון ומצא את כל הערכים העצמיים שלה. 
  

1
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 שכל הערכים העצמיים שלה ממשיים. ,4מסדר מטריצה ממשית   A  תהי (34
 , 2ידוע שהערך העצמי הקטן ביותר של המטריצה הוא  

 . 4והערך העצמי הגדול ביותר של המטריצה הוא  
 מכאן נובע ש: 

) .א )rank 4A = 

 לכסינה.   A .ב

)  .ג )tr 10A  

127A .ד  

2- כך ש ,A  של v  ים וקטור עצמייק .ה 2A v v=. 

 

)המקיימת    ,3מטריצה מסדר  A  תהי (35 ) ( )0 rank 10 rank 4 3A I A I −  − . 

 .Aמצא את הפולינום האופייני של המטריצה   .א

ואת הריבוי האלגברי  , A  מצא את הערכים העצמיים של המטריצה .ב
 והגיאומטרי של כל ע"ע. 

 הפיכה.  A  קבע האם .ג

10A- האם נכון לומר ש .ד I=,  4-או שA I=? 

 לכסינה.  A  קבע האם .ה

 

 מספר טבעי.  n  מטריצה ריבועית ויהי  A  תהי (36
 הוכח או הפרך: 

 .nA  וקטור עצמי גם של v אז, A  וקטור עצמי של v אם .א

 .A  לוקטור עצמי גם ש v אז, nAוקטור עצמי של   v אם .ב

 לכסינה. nAאז   ,לכסינה A אם .ג

 לכסינה. A  אז ,לכסינה nAאם  .ד

 

)2שהפולינום המינימלי שלה הוא  , A  נתונה מטריצה (37 ) ( 1)m x x= −. 

2הוכח כי המטריצה   4 3A A I+  הפיכה.  +

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (38

)2הוא   A  הפולינום האופייני של מטריצה .א )Ap x x bx c= + +. 

4מצאו את הפולינום האופייני   ( )Ap x  4של המטריצהA. 

]2מטריצה   .ב ]A M R   מקיימת| | 0A . 

 הוכיחו שהמטריצה ניתנת ללכסון. 
  

1
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 תשובות סופיות 

א.  (1

2 1

0 2 1

0 1

x

x

x

− 
 

−
 
 − 

)ב.   ) ( )
2

1p x x x= ,0ג.   − 1x x= =, 

1x  הריבוב האלגברי של 0x הריבוב האלגברי של, ו 2הוא  =  . 1הוא  =

ד.  1 1,1,1xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

    0 1,0,0xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי  – =

1,1,1,ה.    . לא ניתנת. ח-ו 1,0,0

)2ט.  ) ( 1) deg 3m x x x= −  הפולינום האופייני הוא גם הפולינום המינימלי.   – =
 לא הפיכה. י. 

א.  (2

1 1 0

0 1 0

0 0 2

x

x

x

− − 
 

−
 
 − 

)ב.    ) ( ) ( )
2

1 2p x x x= − ,1ג.  − 2x x= = 

1x  הריבוב האלגברי של 2x האלגברי של  הריבוב, ו 2הוא  =  . 1הוא  =

 ד. 1 1,0,0xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

    2 0,0,1xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי  – =

0,0,1,ה.    לא ניתנת. ח.  -ו 1,0,0

)ט.  ) ( ) ( )
2

1 2 deg 3m x x x= − −  הפולינום האופייני הוא גם הפולינום המינימלי.   – =

 הפיכה. י.

א.  (3

1 0 1

0 1 0

1 0 1

x

x

x

− − 
 

−
 
 − − 

)ב.    ) ( ) ( )1 2p x x x x= − ,0 ג. − 1, 2x x x= = = 

0x 1x  ,1רי:  ריבוב אלגב – = 2x,  1רי: ריבוב אלגב  – =  . 1: ריבוב אלגברי – =

 ד. 0 1,0,1xV sp= =  .1:  ריבוב גיאומטרי – −

    1 0,1,0xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי  – =

,ה.   ,0,1,0 1,0,1 ז.  ניתנת ללכסון. ו.   −1,0,1

-1 0 1

0 1 0

1 0 1

P

 
 

=
 
  

 

ח.  

2016 2016

2016 2016

2 0 2

0 1 0

2 0 2

 
 
 
 
 

)ט.   ) ( ) ( )1 2m x x x x= −  לא הפיכה.  י. −

  

1
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א.  (4

1 3 0

3 1 0

2 2 6

x

x

x

+ − 
 
− +

 
 − 

)ב.    ) ( )( ) ( )6 2 4p x x x x= − − + 

,6 ג. 2, 4x x x= = = − 

4x = 2x,  1רי:  ריבוב אלגב – − 6x,  1רי: ריבוב אלגב  – =  . 1: ריבוב אלגברי – =

ד.  6 0,0,1xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

    2 1,1,1xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי  – =

    4 1,1,0xV sp=− =  . 1: ריבוב גיאומטרי  – −

,ה.   ,0,0,1 1,1,0  ז. ללכסון. ניתנת ו.   −1,1,1

0 1 -1

0 1 1

1 1 0

P

 
 

=
 
  

 

ח.  

2017 2017 2017 2017

2017 2017 2017 2017

2017 2017 2017 2017 2017

2 ( 4) 2 ( 4) 0
1

2 ( 4) 2 ( 4) 0
2

6 2 6 2 2 6

 + − − −
 

− − + − 
 − + − +  

)ט.   ) ( 6)( 2)( 4)m x x x x= − − + 

 הפיכה. י.

 , ולכן אין ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים. אין פתרונות מעל   (5

1: מעל   2x i=  ,1 2 1 , 2x i i= + = +v ,1 2 1 ,2x i i= − = −v, 

1 2 0

1 1 2

i
D

i

+ 
=  

− 
 ,

1 1

2 2

i i
A

+ − 
=  
 

 

3xערכים עצמיים:   (6 3:  יםעצמי ים, וקטור = 1,1x= = −v .לא ניתנת ללכסון . 

1ערכים עצמיים:   (7 2,32, 3x x= =, 

)וקטורים עצמיים:   ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

3 3 21,0,1 , 1,1,0 , 1,1,1x x xv v V= = == = = 

8) 1,  3,  2x x x= = = − ,( )1 1, 4,1xv = −= ,( )3 1, 2,1xv = = ,( )2 1,1,1xv =− −= 

9) 1,  4,  1x x x= = = − ,( )1 1, 2,1xv = −= ,( )4 1,1,1xv = = ,( )1 1,0,1xv =− −= 

10) 1,  3x x= − = ,( )1 1, 2xv = −= ,( )3 1, 2xv = = 

11) 1, 1 3x x i= =  ,1 1,1,1x= =v ,( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= +
= − + −v ,

( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= −
= + − −v 

12) 1 2

32
3,

9
k k= = − 

,3א.  (13 4a b= = ,1או   − 0a b=  ב. לא לשתיהן.  =

14) 

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= −
 
 − − 
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 אין כזו מטריצה.  (15

א. הפרכה:   (16

1 0 0

0 2 0

0 0 0

A

 
 

=
 
  

ב.  .

1 0 0

0 2 0

0 0 3

A

 
 

=
 
  

ג.  
1 1

0 1
A

 
=  
 

 ד. הוכחה.  

 הפרכה. ד.  הוכחה. ג.  הוכחה. ב.  הוכחה. א.  (17

 הוכחה. ז.  הוכחה. ו.  הוכחה. ה. 

 ב. הוכחה.  א. הוכחה.  (18

4ב.  א. הוכחה.  (19 k+   הוא ערך עצמי שלA kI+. 

 ג. הפרכה.  הוכחה. ב.  א. הפרכה.  (20

 ב. הוכחה.  א. הפרכה.  (21

 ב. הוכחה.  א. הוכחה.  (22

 . ב. הוכחה. 260א. הערך העצמי הוא  (23

1א.  (24

1
 
 
 

1ב.   

2
 
 
 

 הוכחה. ג.   

 הוכחה  (25

4A.  2א. . הוכחה. 1א. (26  ב. הוכחה.  =

 הוכחה.  (27

 הוכחה.  (28

 הוכחה.  (29

)- ו 0 (30 )tr A. 

)ב.  א. הוכחה.  (31 ) , ( ) 1, ( ) ( 1)p x x p x x p x x x= = − =  ג. הוכחה.  −

 ה. הוכחה.  הוכחה.  ד.

 הוכחה.  (32

,0,1: הערכים העצמיים הם (33 1−. 

 הוכחה.  (34

)2א.  (35 ) ( 10) ( 4)p x x x= − − 
 ;2ע"ע עם ריבוי אלגברי = ריבוי גיאומטרי =   10ב. 

 . 1אלגברי = ריבוי גיאומטרי = ע"ע עם ריבוי  4
 ה. לכסינה.   ד. לא.  לא הפיכה. ג. 

 הוכחה.  (36

 הוכחה.  (37

2 .א (38

4 ( ) 4 16Ap x x bx c= +  . הוכחהב.  +

1
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 דמיון מטריצות

 שאלות

 מטריצות דומות. הוכח כי:  B- ו A- שידוע  (1

| .א | | |A B= 

) .ב ) ( )tr trA B= 

 אותו פולינום אופייני.  B- ו A- ל .ג

 

1Pהוכח באינדוקציה: אם   (2 AP B− 1nאז   ,= nA PB P−=. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (3

 .4Aדומה למטריצה   Aידוע כי  ו n  מטריצה ממשית מסדר Aידוע כי   .א
 מטריצה לא הפיכה.  Aהוכיחו כי  

הוכיחו שהמטריצות   .ב
0 1 0 4

, 4
0 0 0 0

A A
   

= =   
   

 דומות.  

 

נתונות שתי מטריצות ממשיות:   (4

2 0 0

1 3 2 , 1 7 0

2 8 5 9 17 6

a b b

A B

   
   

= − = −
   
   − − −   

. 

a,האם קיימים קבועים ממשיים   b ,  כך שהמטריצהA  דומה למטריצה  B? 

 

, :n  נתונות שלוש מטריצות ריבועיות מסדר (5 ,A B C.  כי הוכח : 

 דומה לעצמה.  A .א

 . A- דומה ל Bאז  ,B- דומה ל  Aאם  .ב

 .C- דומה ל Aאז   ,C- דומה ל B- ו B- דומה ל  Aאם  .ג

 .−1B- דומה ל −1A  אז  ,ושתיהן הפיכות B- דומה ל  Aאם  .ד

 טבעי.  kלכל   ,kB- דומה ל kAאז  ,B- דומה ל  Aאם  .ה

)- ו B- דומה ל  Aאם  .ו )q x אז , פולינום  ( ) q A דומה ל -( ) q B. 

 .TB- דומה ל TAאז  ,B- דומה ל  Aאם  .ז

)אז  ,B- דומה ל  Aאם  .ח ) ( )rank rankA B=. 

)אז  ,B- דומה ל  Aאם  .ט ) ( )Null NullA B=. 

 

)  –  הערה )Null A=  0  המערכת ההומוגניתמימד מרחב הפתרונות שלAx =. 

1
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 הוכח או הפרך:  (6

 הן דומות.  ,אותו פולינום אופייני 3אם לשתי מטריצות מסדר  .א

 הן דומות.  ,אותו פולינום מינימלי 3אם לשתי מטריצות מסדר  .ב

 , אם לשתי מטריצות אותו פולינום אופייני ואותו פולינום מינימלי .ג
 אז הן דומות. 

 המטריצות הבאות דומות .ד
3 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

A B
   
   = =
   
   

. 

 

 . 2-ו  1, 0יש ערכים עצמיים   3מסדר   A ידוע שלמטריצה ריבועית (7
 : חשב כל אחד מהבאים או הסבר מדוע לא ניתן לעשות זאת

) .א )rank A 

) .ב )dim Ker A 

)tr .ג )A 

TA .ד A 

TA  ע"ע עבור .ה A. 

)  ע"ע עבור .ו )
1

24 10A A I
−

+ +. 

 

)  –  הערה  ) ( )dim Ker NullityA A= 

 

 הוכח כי למטריצות דומות אותו פולינום מינימלי. (8
 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.  (1

 הוכחה.  (2

 הוכחה.  (3

 לא. (4

 הוכחה.  (5

 הוכחה.  (6

1ו.   ה. לא ניתן לחשב.  0ד.  3ג.  1ב.  2א.  (7 1
15 371, , 

 הוכחה.  (8

1

פרק 2ערכים עצמיים-וקטורים עצמיים-לכ...
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 העתקות לינאריות

 שאלות

 :אם היא העתקה לינארית  , עבור כל אחת מההעתקות,, קבע15-1בשאלות 

1) 2 2( , ) ( , ) ; :T x y x y x y T R R= + − →  

 

2) 3 3( , , ) ( 2 , 2 ,2 2 3 ) ; :T x y z x y z x y z x y z T R R= + − + + + − → 

 

3) 3 2( , , ) (2 ,| |) ; :T x y z x z y T R R= + → 

 

4) 2 3( , ) ( , , ) ; :T x y xy y z T R R= → 

 

5) 3 3( , , ) ( 1, , ) ; :T x y z x x y y z T R R= + + + →  

 

6) ( )[ ] ( ) ; : [ ] [ ]n n nB M R T A BA AB T M R M R = + → 

 

7) ( ) ; : [ ] [ ]T

n nT A A A T M R M R= + → 

 

8) ( ) | | ; : [ ] [ ]n nT A A I T M R M R=  → 

 

9) ( ) ; : [ ] [ ]T

n nT A A A T M R M R=  → 

 

10) 1( ) ; : [ ] [ ]n nT A A T M R M R−= → 

 

11) 2 3 2

3 2( ) ; : [ ] [ ]T a bx cx dx a bx cx T P R P R+ + + = + + → 

 

12) ( )( ) ( 1) ; : [ ] [ ]n nT p x p x T P R P R= + → 

 

13) ( )( ) '( ) ''( ) ; : [ ] [ ]n nT p x p x p x T P R P R= + → 

 

14) ( ) 2

2( ) ( ) ; : [ ] [ ]n nT p x p x T P R P R= → 

 

15) ( ) ( ), ; : [ ] [ ]F C F R T z z T C F C F= = = →  

1
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ההעתקה הבאה תהיה לינארית:   ,)אם יש כזה( mעבור איזה ערך של הקבוע   (16

( )2 2 2 2 2( , ) , ; :m mT x y m x y x T R R= + →? 

 

 , קבע האם קיימת העתקה לינארית המקיימת את הנתון. 20-17בשאלות 
 ההעתקה וקבע האם היא יחידה. אם לא, נמק מדוע. אם כן, מצא את  

17) 3 3:T R R→ (1,1,0)- כך ש (1,2,3) , (0,1,1) (4,5,6) , (0,0,1) (7,8,9)T T T= = =. 

 

18) 3 3:T R R→ (1,0,1)- כך ש (1,1,0) , (0,1,1) (1,2,1) , (0,0,1) (0,1,1)T T T= = =. 
 

19) 4 3:T R R→ כך ש - 
(1,2, 1,0) (0,1, 1) , ( 1,0,1,1) (1,0,0) , (0,4,0,2) (2,2, 2)T T T− = − − = = −. 

 

20) 2 2: [ ] [ ]T P R P R→ כך ש-  ( ) ( ) ( )2 21 4, 4 , 1 1T T x x x T x x= + = − = +. 

 

3נתונה העתקה לינארית   (21 3:T R R→ ,:המקיימת    
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1,0,0) ( , , )

(0,1,0) ( , , )

(0,0,1) ( , , )

T a a a

T b b b

T c c c

=

=

=

. 

   הוכח שנוסחת ההעתקה נתונה על ידי  .א
1 1 1

2 2 2

3 3 3

x a b c x

T y a b c y

z a b c z

    
    

=
    
    
    

. 

:נסח והוכח טענה דומה לטענה מסעיף א' עבור   .ב n mT R R→. 

 

T:נתונה העתקה לינארית   (22 V V→. 
 הוכח או הפרך: 

 אם .א 1 2( ), ( ),..., ( )kT v T v T v   קבוצה בת"ל, אז 1 2, ,..., kv v v  .קבוצה בת"ל 

אם  .ב 1 2, ,..., kv v v   קבוצה בת"ל, אז 1 2( ), ( ),..., ( )kT v T v T v  .קבוצה בת"ל 

 
 

 תשובות סופיות 

 כן  (5 לא  (4 לא  (3 כן  (2 כן  (1

 לא  (10 לא  (9 לא  (8 כן  (7 כן  (6

 לא  (15 לא  (14 כן  (13 כן  (12 כן  (11

 כן  (20 כן  (19 כן  (18 כן  (17 כן  (16

  הוכחה.  (22 הוכחה.  (21

 

1
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 של העתקות לינאריות תמונהו גרעין

 : מצא ,6-1בשאלות עבור כל אחת מההעתקות 

 . מד לגרעיןי בסיס ומ .א

 . מד לתמונהי בסיס ומ .ב

1) 4 3( , , , ) ( , 4 ,4 4 ) , :T x y z t x y y z t x y z t T R R= + − + + + − → 

 

2) 3 4( , , ) ( 4 , , , 4 ) , :T x y z x y z x y y z x z T R R= − − + − + → 

 

3) 4 3

1 2 3 1

( , , , ) 1 3 5 2 , :

2 6 10 4

x

y
T x y z t T R R

z

t

 
  
  = − →
  
 −   

 

 

 

4) 2 2

1 2 1 2
( ) , : [ ] [ ]

0 3 0 3
T A A A T M R M R

   
=  −  →   

   
 

 

5) ( ) 2 2( ) ( 1) ( 4) , : [ ] [ ]T p x p x p x T P R P R= + − + → 

 

6) ( ) 3 3( ) '( ) , : [ ] [ ]D p x p x D P R P R= → 

 

3מצא העתקה לינארית   (7 3:T R R→, 

: אשר תמונתה נפרשת על ידי (4,1, 4), ( 1, 4,1)−. 

 

4מצא העתקה לינארית   (8 3:T R R→, 

  :אשר הגרעין שלה נפרש על ידי (0,1,1,1) , (1, 2,3, 4). 

 

T:נתונה העתקה לינארית   V U→. 

)הוכח כי אם   (9 ) ( )dim Im dim KerT T= של   אז הממדV  .זוגי 

 
 הוכח או הפרך:  (10

5קימת העתקה לינארית   .א 5:T R R→   שעבורה( ) ( )Ker ImT T=. 

4קימת העתקה לינארית   .ב 4:T R R→   שעבורה( ) ( )Ker ImT T=. 

  

1
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T:ידוע שהעתקה לינארית   (11 V W→, 

)מקיימת:  ) ( ) ( )dim Im dim Ker , dim 4T T W= =. 

 ?V  מי מבין הבאים יכול להיות הממד של 

 10 .א

 9 .ב

 7 .ג

 6 .ד

 כל התשובות לא נכונות.  .ה

 
 הוכח או הפרך:  (12

T:לכל העתקה לינארית   .א V V→   מתקיים( ) ( )2Im ImT T. 

T:לכל העתקה לינארית   .ב V V→  :שמקיימת

( ) ( ) ( ) ( )2 2Im Im , Ker KerT T T T= 2Tמתקיים    ,= T=. 

T:לכל העתקה לינארית   .ג V V→,   המקיימת( ) ( )Im KerT T, 

0Tאז בהכרח   . 

 

mמטריצה   (13 nA    מגדירה העתקה( ) ; : n mT x Ax T R R= →, 

Tואילו  

n mA    מגדירה העתקה( ) ; :T m nS y A y S R R= →. 

)הראה כי   ) ( )( )Im KerT S
⊥

=. 

  

1
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 תשובות סופיות 

)בסיס:   –גרעין   (1 ) 0,0,1,  . 3, מימד: 3כל בסיס של   –. תמונה  1, מימד:  4

)בסיס:   –גרעין   (2 ) 0,0,0  :0, מימד. 

)בסיס:   –תמונה   ) ( ) ( ) 1,1,0,1 , 0,5,1,4 , 0,0,  .3, מימד: −6,21

)בסיס:   –גרעין   (3 ) ( ) 7,3,0,1 , 1, 2,1,0−  .2, מימד:  −

)בסיס:   –תמונה   ) ( ) 1,1, 2 , 0,1,  .2, מימד: 2

בסיס:   –גרעין   (4
1 1 1 0

,
0 0 0 1

 −    
    
    

 .2, מימד:  

בסיס:   –תמונה  
0 1 1 0

,
0 0 1 1

    
    

−    
 .2, מימד: 

)בסיס:  –גרעין   (5 ) 1p x  .1, מימד: =

)בסיס:   –תמונה   ) ( ) 2 5 , 1p x x p x= +  .2, מימד: =

)בסיס:  –גרעין   (6 ) 1p x  .1, מימד: =

)בסיס:   –תמונה   ) ( ) ( ) 2 , , 1p x x p x x p x= =  .3, מימד: =

7) 

4 1 1

1 4 1

4 1 1

x x

T y y

z z

− −    
    

=
    
    
    

 

8) ( ) ( ), , , , 2 ,0T x y z t x y z x y t= − − + − − + 

 הוכחה.  (9

 לא. (10

 הוכחה.  (11

 הוכחה.  (12

 הוכחה.  (13

1
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 חד ערכיות ועל, איזומורפיזם -העתקות לינאריות חד

 שאלות

 , עלהאם היא   1, חח"עקבע האם היא , 1-4בשאלות עבור כל אחת מההעתקות 

 . העתקה הפוכהוהאם קיימת   איזומורפיזם האם היא

 כמו כן, במידה וקיימת העתקה הפוכה, מצא אותה. 

1) 3 3( , , ) ( , , ) , :T x y z x y z y z z x T R R= − + + − → 

 

2) 3 3( , , ) ( , , 2 ) , :T x y z x y z y z x z T R R= − + + + → 

 

3) 2 3

2( ) ( , , 2 ) , : [ ]T a bx cx a b c a b b c T P R R+ + = + + − − → 

 

4) 2 3

2 3( ) ( ) , : [ ] [ ]
a b

T a b c d x a c x dx T M R P R
c d

 
= − + + + − + → 

 
 

 

4חד ערכית  - האם תיתכן העתקה חד (5 3:T R R→? 

 

T:נתונה העתקה לינארית   (6 U V→. 
 הוכח:  

)אם  .א ) ( )dim dimU V,   אזT  .לא על 

)אם  .ב ) ( )dim dimU V,   אזT  .לא חח"ע 

)אם  .ג ) ( )dim dimU V=,   אזT   חח"עT   .על 

 

T:נתונה העתקה לינארית   (7 V W→. 
 הוכח או הפרך: 

)אם  .א )dim Ker 0T ,   אז ההעתקהT  .אינה על 

)אם  .ב )dim Ker 0T )- ו = ) ( )dim dimV W,   אז ההעתקהT  .היא על 

)אם  .ג )dim Ker 0T )- ו = ) ( )dim dimV W,   אז ההעתקהT  .היא על 

)אם  .ד ) ( )dim dimV W,   אז ההעתקהT .חח"ע 

  

 
 סינגולרית. -הערה: העתקה חח"ע נקראת גם לא 1

1
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T:נתונה העתקה לינארית   (8 V W→ ; 1,..., nv v   בסיס שלV. 

 הוכח או הפרך: 

)אם  .א ) ( )dim dimV W   ואם
1( ) 0T v  חח"ע.  Tאז ייתכן מקרה שבו   ,=

)אם  .ב ) ( )dim dimV W,   הקבוצה 1( ),..., ( )nT v T v .בת"ל 

 

T:נתונה העתקה לינארית   (9 V W→. 

 1 2, ..., nv v v קבוצה בת"ל ב -V. 

 הוכח או הפרך: 

  אז הקבוצה ,חח"ע T אם .א 1 2( ), ( ),..., ( )nT v T v T v   בת"ל ב -W. 

  אם הקבוצה .ב 1 2( ), ( ),..., ( )nT v T v T v בת"ל ב -W, אז T  .חח"ע 

 

:נתונה העתקה לינארית   (10 n mT R R→. 
 הוכח או הפרך: 

mהיא איזומורפיזם אז  T אם .א n=. 

mאם  .ב n,   אזT  .חח"ע 

)אם  .ג )T v Av=   לכלv ,אז למטריצה  A יש  n שורות ו -m  .עמודות 

 

T:נתונה העתקה לינארית   (11 V V→,   המקיימת( ) ( )Im KerT T=. 

 הוכח או הפרך: 

V{0}על, אז בהכרח   T אם .א = . 

V{0}אז בהכרח   ,חח"ע T אם .ב =. 

 היא איזומורפיזם.  T .ג

 היא העתקת האפס.  T .ד

 

:נתונה העתקה לינארית   (12 n mT R R→,   ונתונה מטריצהm nA , 

)- כך ש )T v Av=,   לכלnv R. 
 הוכח או הפרך: 

)אם  .א )Kerv T, אזrowsp( )v A. 

)rowspאם  .ב )v A,   אז( )Kerv T. 

)colspאם  .ג )v A,   אז( )Imv T. 

)אם  .ד )  Ker 0T nאז   ,= m. 

  

1
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:נתונה העתקה לינארית   (13 n nT R R→,   ונתונה מטריצהA, 

)- כך ש )T v Av=,   לכלnv R. 
 הוכח את הטענות הבאות:

)אם  .א )rank A n= ,אז  T  .חח"ע 

)אם  .ב )rank A n=,   אזT  .על 

)2אם  .ג ) 0T v )אז   ,= ) ( )Im KerT T. 

)2אם  .ד ) 0T v )אז   ,= )rank
2

n
A . 

 

נתונה העתקה לינארית   (14
3: [ ]T P R R→,   המוגדרת על ידי( ( )) (1)T p x p=. 

 מצא את הגרעין והתמונה של ההעתקה.  .א

 קבע האם ההעתקה היא חח"ע/על.  .ב

:ענה על הסעיפים הקודמים עבור   .ג [ ]nT P R R→. 

 

:נתונה העתקה לינארית   (15 [ ] [ ]n nT M R M R→,   המוגדרת על ידי( ) TT A A=. 

 מצא את הגרעין והתמונה של ההעתקה.  .א

 קבע האם ההעתקה היא חח"ע/על.  .ב

 .T  מצא את ההעתקה ההפוכה של .ג
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 תשובות סופיות 

 העתקה הפיכה: חח"ע, על, איזומורפיזם ויש לה   (1

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
, , 2 , 2 ,

3 3 3
T x y z x y z y z x z x y−  

= + − − − + + 
 

 

 לא חח"ע ולא על, ולכן לא איזומורפיזם ואין לה העתקה הפיכה.  (2

 חח"ע, על, איזומורפיזם ויש לה העתקה הפיכה:  (3

( ) ( ) ( )1 2, , 0.4 0.6 0.2 0.4 0.4 0.2 0.4 0.2 0.2T a b c a b c a b c x c b a x− = + + + − + + + − − + 

 חח"ע, על, איזומורפיזם ויש לה העתקה הפיכה:  (4

( )1 2 3
b c d a b c d

T a bx cx dx
b d d

−
+ − − + + − 

+ + + =  
− 

 

 לא. (5

 הוכחה.  (6

 הוכחה.  (7

 הוכחה.  (8

 הוכחה.  (9

 הוכחה.  (10

 הוכחה.  (11

 הוכחה.  (12

 הוכחה.  (13

)א.  (14 )   ( )2 3Ker 1 , 1 , 1 , dimKer 3T span x x x T= − + − + − + = 

( )   ( )Im 1 , dim Im 1T span T= = 

 ב. לא חח"ע, כן על. 

ג. 
( )   ( )

( )   ( )

2Ker 1 , 1 ,..., 1 , dim Ker

Im 1 , dim Im 1

nT span x x x T n

T span T

= − + − + − + =

= =
 

 לא חח"ע, כן על. 

)א.  (15 ) ( )

0 0

Ker , Im [ ]

0 0

nT T M R

  
  

= =  
  
  

)1ג.  ב. חח"ע ועל.   ) TT A A− = 

1
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