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1. מערכת משוואות ממעלה שנייה י 1
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 מערכת משוואות ממעלה שנייה:

 סיכום כללי:

שאחת מהן   מערכת משוואות ריבועיות מיוחסת למערכת של שתי משוואות )לפחות(
מכילה את אחד מהנעלמים בריבוע. למערכת משוואות ריבועיות יכולים להתקבל  

פתרונות שונים. יש לפתור את המערכת לפי הטכניקות הרגילות של בידוד    4עד 
 והצבה או השוואת מקדמים.  

 

 שאלות:

 :     ות המשוואות הבאותפתור את מערכ

1) 
2 2 20

6

x y

x y

 + =


+ =
 2) 

2 2

2

2 36

3 10

x y

x y

 + =


+ =
 

3) 
2 2

2 2

3 4 16

5 3 17

x y

x y

 + =


− =
 4) 

2 22 17

10

x y

xy

 − =


= −
 

5) 
2 220 0

6 1

x xy y

x y

 − − =


+ =
 6) 

2 2

2

2 8 8

3 2 4

x xy y

xy y

 − + =


− =
 

7) 
2 2 33

11

x y

x y

 − =


+ =
 8) 

2 216 391

4 23

x y

x y

 − =


− =
 

9) 

4 15

3
2 16

xy x

x
y

+ = −



− =


 10) 

3 1
5

4 1
19

x y

y x


+ =



 − = −


 

11) 

3 5
21

8 1
13

x y

x y


+ =



 − =


 12) 
( ) ( )

2

24

7 10 0

xy

y x y x

=


− − − + =

 

13) 
2 2

2 2

84

2 5 5 24

x y xy

x xy y x y

 − =


− + + − =
 14) 

2 2

10

3

9 25

x y

y x

x y xy


+ =




+ = +
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 תשובות סופיות:

1) ( ) ( )2,4 , 4,2 2) ( )4, 2 − 

3) ( )2, 1  4) ( ) ( )5, 2 , 5,2− − 

5) 
1 5 1

2, , ,
2 11 11

   
−   
   

 6) ( ) ( )
1 1

3, , 3, , 2,1 , 2, 1
2 2

   
− − − −   

   
 

7) ( )7,4 8) ( )5, 3− 

9) 
1 3

5,  , 24,
2 32

   
− − −   
   

 10) 
1 1

,
3 4

 
− 

 
 

11) 
1 1

,
2 3

 
 
 

 12) ( ) ( ) ( ) ( )4,6  , 6, 4  , 3,8  , 8, 3− − − − 

13) ( ) ( ) ( ) ( )1.65,6.35  , 6.35,1.65  , 7,4  , 4, 7− − − − 

14) ( ) ( ) ( ) ( )5,45  , 5, 45  , 45,5  , 45, 5− − − − 
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 מערכת שתי משוואות בשני נעלמים ממעלה ראשונה: 

 סיכום כללי:

 הגדרה: 

 מערכת שתי משוואות בשני נעלמים ממעלה ראשונה )ליניאריות( היא מהצורה הבאה: 

1 1 1

2 2 2

a x b y c

a x b y c

+ =


+ =
 

1כאשר   1 1 ,  , a b c  2- ו 2 2 ,  , a b c   .הם מקדמים מספריים 

דוגמאות למערכות של משוואות:  
3

2 1

x y

x y

+ =


− =
 ,

3 1

3
6

2

y x

x
y

= −

 +

= +


. 

 
 פתרון של מערכת משוואות:

 פתרון של מערכת המשוואות הוא זוג סדור המקיים את כל המשוואות שבמערכת.   
 

 הצגה גרפית של מערכת משוואות:

 פתרון גרפי של מערכת משוואות הוא נקודת החיתוך של הישרים המייצגים כל משוואה. 

 יתכנו שלושה מצבים הדדיים בין שני ישרים: 

 הישרים נחתכים:  -
 היה פתרון המערכת. במקרה זה נקודת החיתוך ת

 

 הישרים מקבילים: -
 במקרה זה לא יהיה פתרון למערכת.

 

 הישרים מתלכדים:  -
 במקרה זה יהיו אינסוף פתרונות למערכת המשוואות.  

 

  

1
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 פתרון אלגברי של מערכת משוואות:

 פתרון ע"י שיטת ההצבה:  •
 נבודד את אחד הנעלמים ממשוואה אחת ונציב אותו במשוואה השנייה. 

 טה זו במקרים בהם קל לבודד נעלם באחת המשוואות. נבחר בשי

 פתרון ע"י השוואת מקדמים: •

כופלים )או מחלקים( משוואה אחת )או שתיהן( במספר השונה מאפס כך שתתקבלנה   .1
 משוואות שקולות בעלות מקדמים נגדיים או זהים עבור אחד המשתנים. 

 נעלם אחד. מחברים )או מחסרים( את המשוואות ומקבלים משוואה חדשה עם  .2

מוצאים את ערך הנעלם מהמשוואה החדשה ומציבים אותו באחת המשוואות   .3
 המקוריות למציאת ערך הנעלם השני.  

 

 הערה: 

נוח להשתמש בשיטת השוואת המקדמים ע"י כך שמעבירים את המערכת הנתונה  
 למערכת שקולה שבה המשתנים באגף אחד והמספר החופשי באגף השני.

 

 שאלות:

 את המשוואות הבאות:   פתור (1

 .א
3 11

5

x y

y

+ =


=
ב.    

3

2 4

y x

y x

= −


= +
ג.    

3 2 16

5 14

x y

x y

− + = −


= +
 

 .ד
5 2 2

4 4

x y

x y

− = −


+ =
ה.     

5 7 26

3 8

x y

x y

− + = −


+ = −
ו.     

2 3 5

5 7 11

x y

x y

+ =


+ =
 

 

 פתור את המשוואות הבאות:  (2

 .א
3 5

3 3

x y

x y

+ =


− =
 .ב 

5 2 14

5 3 23

x y

x y

+ =


+ =
 

 .ג
5 2

4 5 8

y x

x y

=


= +
 .ד 

4 3 29

5 9 13

x y

y x

= −


= −
 

 

 פתור את המשוואות הבאות:  (3

 .א
2 1

4 8 5

x y

x y

+ =


+ =
ב.      

( )

( )

2 4 1

2 7 3

x y y x

y x x y

− + = +


− + = −

. 

 

1
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 פתור את המשוואות הבאות:  (4

 .א
3 2 4 2 3

2 3 5 4 3

y x x y

x y y x

− + = + −


− − = − +
ב.  

( )

3 1

8 16 4

3 2 4 11 0

x x y y

x y x

− + −
− =


 − − − =

  

 .ג
( ) ( )

3 1 2 3
3

4 5 10

1
1

4 2

x
x y x

x y

−
− − = +


+ − =



. 

 

 פתור את המשוואות הבאות:  (5

 .א

3 1
4

5 1
4

x y

x y


+ =



 − =


 .ב 

3 3
2

9 4
7

x y

x y


+ =



 − = −


 .ג 

7
4 3

2
5 7

x
y

x
y


− = −



 + =


 

 

 פתור את המשוואות הבאות:  (6

 .א
( )2 5

2

x y y xy

x y

+ + = −


− =
 .ב 

( )

20

3 4 20

xy

y x

=


− =
 

 .ג
5 4 22

6 20

x xy

x xy

− =


+ = −
 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

)א.  (1 )ב.     2,5( )7, 10− )ג.  − )4, )ד.  −2 )ה.   0,1( )1, ).  ו −3 )2,3−. 

א.  (2
1

4,
3

 
 
 

ב.     
4

,9
5

 
− 
 

)ג.   )ד.  4,1.6( )2,7−. 

 ב. אינסוף פתרונות.   א. אין פתרון.  (3

)א.  (4 )ב.  6,5( )ג.     7,1( )7,2. 

)א.  (5 )ב.     1,1( )ג.     −3,1( )1,1. 

)א.  (6 )1, 3− )ב.    − )ג.     2,10( )2,4−. 
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 משוואה ממעלה ראשונה:

 סיכום כללי:

axמשוואה ממעלה ראשונה היא מהצורה:   b=   (. 1)כלומר, החזקה של הנעלם היא 

פתרון של משוואה ממעלה ראשונה הוא  
b

x
a

0aכאשר    = . 

 : שלבי הפתרון הם

 ביצוע מכנה משותף )במידה וצריך(.  .1

 . םאם ישנ  פתיחת סוגריים .2

 )בידוד הנעלם באגף אחד והמספרים באגף שני(. וכינוס אברים דומים העברת אגפים  .3

 .  במקדם שלו חילוקבידוד הנעלם ומציאתו ע"י  .4

 

 שאלות:

 : )משוואות יסודיות ממעלה ראשונה( פתור את המשוואות הבאות (1

6 .א 2 8x+ 7 .ב = 2 7x− = 

2 .ג 24x x+ 2 .ד = 6 8x x+ = + 

7 .ה 5 2 4 13x x x− + + = 6 .ו − 3 5 7 5 7x x x x− + − = − − 

2 .ז 5 7 3 8x x− + = − 2 .ח + 5 4 3 5 7 7x x x x− + = − − + +  

 

 :)משוואות עם פתיחת סוגריים( פתור את המשוואות הבאות (2

) .א )3 1 4 2x− − ) .ב = )7 4 3 4x x x− − = − 

) .ג ) ( )6 4 6 3x x x− − − ) .ד = )5 3 7 4 21x x− − = 

) .ה ) 25 7 8x x x x− = − ) .ו + )( ) ( )
2

7 1 3 0x x x− − − − = 

 

  

1
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 :)משוואות עם מכנה מספרי( פתור את המשוואות הבאות (3

4 .א
3 9

x x
− =  .ב −

4 3
1

15 10

x x
− = 

 .ג
2 4 7

3 5 15
x x x+ =  .ד −

5 1 6 1 3 1
1

6 5 4

x x x+ − +
− = − 

) .ה ) ( )
2 3

3 4 2
5 15

x x x− − − = 5 .ו + 1
3 7

x x
x

 
− − = 

 
 

 

 : )משוואות עם נעלם במכנה( המשוואות הבאותפתור את  (4

 .א
1 2

0
4 x
−  .ב =

1
0

2 1

x

x
− =

−
 

 .ג
3 1

2x x
=

+
 .ד 

5 4

2 1 3 2x x
=

− +
 

 .ה
2

5 1 1

3 6

x

x x x

+
−  .ו =

1 3 13

4 2x x
+ =  

 

 

 :)משוואות עם מכנה משותף ע"י פירוק לגורמים( פתור את המשוואות הבאות (5

 .א
2

2

2 3 1

3 5 9 15

x x

x x x

+ −
=

+ +
 .ב 

2

7 2 3
0

1 1 2 2x x x
+ + =

− + −
 

 .ג
( )

2 2

3 5
0

12 32 xx
+ =

−−
 .ד 

24 24 36
12

3

x x

x

− +
=

−
 

 

 תשובות סופיות:

1xא.  (1 0xב.   = 8xג.   = 2x ד.    = 2xה.       = 3xו.      = = −   

ז. 
1

2
x 4xח.    = =. 

3xא.  (2 ב.     =
1

2
x ג.     =

1
2

4
x 1xד.     = 4xה.      = 1xו.     = = −. 

18xא.  (3 = 30xב.    − = 1xג.      − = 1xד.     − 10xה.      = = 21xו.     − = −. 

8xא.  (4 1xב.      = = 3xג.     − = 2xד.      − = 2xה.      − ו.    =
1

2
x =. 

6xא.  (5 = 7xב.   − = 7xג.     − = 6ד.     − , 3x x= . 

1
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 ריבועיות:-שוואות דומ

 סיכום כללי:

4ריבועית היא משוואה מהצורה:  -משוואה דו 2 0ax bx c+ +  .xכאשר הנעלם הוא   =

2פתרון המשוואה יבוצע ע"י מעבר לפרמטר:   2 0x t at bt c= → + +  ומציאתו.  =

 .xלאחר מכן יש להחזיר את ההצבה ולמצוא את ערכי  
 

   4-ו  2ניתן להביא משוואות לצורה זו ולהגדיר ביטוי המופיע בחזקות 

)כגון:   ) ( )
2

2 21 3 1 2 0x x− + − − 2 באמצעות פרמטר:  = 1t x= −   

2ובכך לפתור משוואה:   3 2 0t t+ −  . xולהחזיר את ההצבה עבור מציאת    =

 . 8-ו  4, או  6-ו 3דרך הפתרון תקפה לכל משוואה בה הנעלם מופיע בחזקות כפולות כגון 

 

 שאלות:

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) 4 25 3 8 0x x+ − = 2) 4 23 2 0x x− + = 

3) ( ) ( )( )2 2 2 213 3 1 2 3 1 1x x x x− − = − + 4) ( ) ( )2 2 21 10 3 10x x x+ = − 

5) 6 3 56x x+ =  6) 3

3

32
4x

x
+ = 

7) 9 14 0x x− + =  8) 8 4 44 50 31 84x x x− − = − 

9) ( )6 6 3125 1 124 1x x x− = + + 10) ( ) ( )
2

2 22 4 2 3 0x x x x− − − + = 

11) ( )
2

2 22 7 14 6x x x x+ + + = − 12) 2

2

21
6 4

4 10
x x

x x
= + −

− +
 

13) 
2 2

12 7.5
1

2 8 2 3x x x x
= +

+ − + −
 14) 

2 2

2 2

2 2 7 2 1

2 3 6 2 2

x x x x

x x x x

+ + + +
= −

+ + + +
 

15) 
2 2 4

3 1 10

3 15 5 25x x x
+ =

− + −
 16) 

2 2

2 4 2 2

1 9
2

4 28 8 7 2 2

x x

x x x x

−
+ = +

− − + −
 

17) 
2

3 3
2 35 12 2x x

x x

   
+ + = +   

   
 18) 

( )

4 2

2

3 3
6

22

x x

xx
+ =

++
 

19) ( )( )2 22 3 2 2 0x x x x− + − − = 20) ( )( )2 25 6 5 8 24x x x x− + − − = − 

1
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 תשובות סופיות:

1) 1x =  

2) 1, 2x =   

3) 
1 1

,
2 3

x =   

4) 2, 5x =   

5) 3

1 27 , 2x x= = −  

6) 32, 4x = − 

7) 49x =  

8) 4
1,2 3,434 , 1x x=  =  

9) 5, 1x = − 

10) 1 2 3 4

1
1.5 , 1 , 1 , 

2
x x x x= = − = = −  

11) 1x = −  

12) 1,2 1,3x =  

13) 1 2 3 40 , 2 , 3.06 , 5.06x x x x= = − = = −  

14) 1 20 , 2x x= = − 

 אין פתרונות.  (15

16) 
3

7
x =  

17) 
1 3

,1, ,3
2 2

x = 

18) 1, 2x = − 

19) 3, 1x = − 

20) 1,4,6x =  

 

 

1
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 משוואה ממעלה שנייה:

 סיכום כללי:

)משוואה מהצורה:   ) 20  ,  0a ax bx c + +  נקראת משוואה ריבועית.  =

 ויחושבו לפי נוסחת השורשים:   2x- ו 1x- פתרונות המשוואה יסומנו ב 

2

1,2

4

2

b b ac
x

a

−  −
=. 

 

 למשוואה ריבועית יתכנו שלושה סוגים של פתרונות: 

 משוואה עם שני פתרונות ממשיים שונים.  .1
אם מתקבל מספר חיובי בתוך השורש שבנוסחת השורשים אזי למשוואה  

 יהיו שני פתרונות ממשיים שונים.  

2דוגמא:   5 4 0x x+ − =. 

 משוואה עם פתרון ממשי אחד בלבד.  .2
אם מתקבל אפס בתוך השורש שבנוסחת השורשים אזי למשוואה יהיה  

 פתרון ממשי אחד בלבד. 

2דוגמא:   4 4 0x x+ + =. 

   משוואה ללא פתרונות ממשיים כלל. .3
אם מתקבל מספר שלילי בתוך השורש שבנוסחת השורשים אזי למשוואה  

 פתרונות ממשיים כלל. לא יהיו 

2דוגמא:   4 0x x+ + =. 

 

 שאלות: 

 פתור את המשוואות הבאות:  (1

2 .א 3 10 0x x+ − 2ב.      = 10 16 0x x− + − = 

225 .ג 20 4 0x x− + 22ד.     = 6 5 0x x− + = 

 

 פתור את המשוואות הבאות:  (2

2 .א 24 5 7 4 13x x x− + = − )ב.    + ) ( )( )5 1 3 1 4x x x x− − = − − + 

) .ג ) ( )
2 2

2 5 2 3 10 21x x x− − − = )ד.    + ) ( ) ( )( )
2

2 1 2 3 1 7x x x x x− + + = − − 

 

1
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 :(b)משוואה חסרת  פתור את המשוואות הבאות (3

2 .א 36 0x − 232ב.      = 18 0x − = 

) .ג ) ( )4 2 3 1 6x x x x x− + = − − )ד.   − ) ( )
2 2

2 1 2 1 10x x− + + = 

 

 :(cתור את המשוואות הבאות )משוואה חסרת  פ (4

27 .א 14 0x x− − 25ב.      = 0x x− = 

) .ג ) ( )6 2 1 4 3 1 2x x x x− − = − + )ד.    + ) ( )( )
2

5 2 2 3 10x x x− = − + + 

 

 הבאות: פתור את המשוואות  (5

 .א
4 1 2 2

3 2

x x

x

+ +
− ב.     =

2
29

18
3

x
x x

x

−
+ = −

+
 

 .ג
( )

2 2

3 2 5 4
0

2 2 12 1

x

x xx

−
− − =

+ −−
ד.    

2 2

2 8 15
2

2 72 12 36 24 4

x x

x x x x

−
+ = +

− + + −
 

 

 

 

 תשובות סופיות:

1א.  (1 22 , 5x x= = 1ב.     − 22 , 8x x= ג.      =
2

5
x  ד. אין פתרון.       =

1א.  (2 22 , 1x x= = 1ב.     − 2

1
1 , 1

4
x x= 1ג.      = 21 , 10x x= = − 

1ד.  20.6 , 2x x= = −. 

6xא.  (3 =       .ב
3

4
x =     .3גx =   .1דx =  

1א.  (4 20 , 2x x= = 1ב.     − 2

1
0 ,

5
x x= 1ג.    = 2

1
0 , 2

6
x x= =  

1ד.  2

7
0 ,

8
x x= =. 

1א.  (5 22 , 1.2x x= = 5ב.     − , 3x x=  1ג.      − 20 , 5x x= = − 

1ד.  2

2
7.6 , 4

7
x x= − = −. 
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 משוואות עם אינסוף פתרונות וללא פתרון:

 סיכום כללי:

 משוואה ממעלה ראשונה:

axלמשוואה ממעלה ראשונה מהצורה:   b=    0יתכן פתרון יחיד אם ורק אםa   

מכיוון שניתן לחלק ולכתוב:  
b

x
a

=. 

0aכאשר   0מתקבלת המשוואה    = x b  ויתכנו שני מצבים: =

0bאם  .1 0את המשוואה היא    = 0x  ויש אינסוף פתרונות המקיימים אותה.   =

0bאם  .2     0את המשוואה היא 0x b=     ואין אף ערך שלx    .המקיים אותה 

 

 שאלות:

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) 4 6x x+ = + 2) 3 6 4 2 2x x x+ − = + + 

3) ( )6 2 2 5 4x x x− = + + 4) 5 3 4 2 3x x x x− + = + − 

)נתונה המשוואה:   (5 )3 2 2 5x x− + = +. 

 ?  1על מנת שפתרון המשוואה יהיה  -איזה מספר יש להציב ב .א

 ? 0על מנת שפתרון המשוואה יהיה  -איזה מספר יש להציב ב .ב

 על מנת שלמשוואה יהיו אינסוף פתרונות.   -מצא ביטוי אלגברי שיש להציב ב .ג

 על מנת שלמשוואה לא יהיה פתרון.  -מצא ביטוי אלגברי שיש להציב ב .ד

 

 תשובות סופיות:

 אף פתרון.  (1

 אינסוף פתרונות.  (2

  . אין פתרון (3

 . אינסוף פתרונות (4

  −7xג.      6ב.   13א.  (5
7ד.  1x−  השונה מאפס(. 1)או כל מספר במקום   +

1
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 משוואות עם ערך מוחלט:

 סיכום כללי:

 הגדרה: 

מוגדר באופן הבא:  ו 0- הינו המרחק של מספר מערך מוחלט 
     0

  0

x x
x

x x


= 

− 
. 

 

 משוואה עם ערך מוחלט:

xמשוואה עם ערך מוחלט היא מהצורה:   a= . 

כדי לפתור משוואה עם ערכים מוחלטים יש למצוא את נקודות האפס של כל ערך  
יטוי שבתוך הערך המוחלט מתאפס( ולפצל את  הנקודות בהן הב מוחלט )קרי:

 המשואה הנתונה לתחומים עבור כל תחום.  

 

 שאלות:

 :    פתור את המשוואות הבאות

1) 3 14 7x+ = 2) 3 24x x− = 

3) 12 3x x− = 4) 2 8 10x x− − = 

5) 4 5 2 13x x− = + 6) 14 3 2 5x x− = + 

7) 7 2x x+ = 8) 2 6 2 4x x+ + = − 

9) 2 2 6 4 8x x x+ + − = + 10) 10 3 4 2 6x x x− − + = − 

 

  

 תשובות סופיות:

1) 
7

, 7
3

x = − − 2) 6,12x = 3) 3x = 4) 6x = 

5) 
1

9, 1
3

x = − 6) 
4

24,
5

x = 7) 7x =  8) 
1

12, 1
3

x = − 

9) 0, 12x = − 10) 0x = 
  

 

1
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 משוואות עם פרמטרים: 

 סיכום כללי:

 משתנים ופרמטרים.    –שני סוגים של גדלים  הינה משוואה שמכילה משוואה עם פרמטר 
הפרמטרים מסמנים בשאר האותיות.  ואת   x   ,y  ,zאת המשתנים מקובל לסמן באותיות  

 פתרון המשוואה יתקבל ע"י בידוד המשתנה כך שיבוטא באמצעות הפרמטר/ים שבמשוואה. 

4mxלמשל פתרון המשוואה:   הוא פרמטר( הוא    m- הוא הנעלם ו x)כאשר   =
4

x
m

=  

 . mאשר מבוטא באמצאות הפרמטר  

בכתיבת פתרון של משוואה עם פרמטרים יש לציין את תחום ההגדרה של הפרמטר  

 .0mעבורו הפתרון הוא בעל משמעות. בדוגמא הנ"ל תחום ההגדרה הוא  

 

 שאלות:

 פתור את המשוואות הבאות:      (1

) .א )3 1 6x b b x− = + ) .ב − ) ( )
1 1

3 3
3

a x ax
a

− = − 

) .ג )( ) ( )2 2 22 2 2x a x b x a b− − = −  .ד +
1 1

1 1

m m

x x

+ −
=

− +
 

 .ה
2 3 2 3 2

1 2

2 2 4 2 2

x ax x

a a a a a a a a a

+
− = −

− − + − +
 

 

 : ות המשוואות הבאותפתור את מערכ (2

 .א
1x my

x y m

+ =


+ =
 .ב 

2

4

ax y

x ay

+ =


+ =
 

 .ג
2 1

x
y m

m

x m y


+ =


 − =

 .ד 
( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 5

2 2 1 10

m x m y

m x m y m

− − + =


+ − − =

 

 .ה
( ) ( )

( ) ( ) 2 2

2 2 8

2 2 8 2

a b x a b y ab

a b x a b y a b

+ − − =


− + + = −

 

 

 

1
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 :     פתור את המשוואות הריבועיות הבאות (3

2 .א 22 1 0x mx m− + − 2 .ב = 22 4 3x x a a− + = + 

) .ג )2 210 2 5x m x m x+ + =  .ד −
1 1 1

0
a x a a x

+ + =
− +

 

) .ה )2 2 21 1 0m x m x+ − −  .ו =
1a x

b
x b a
+ = + 

 .ז
1 a b a b

x
x a b a b

− +
+ = +

+ −
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

א.  (1
6

 , 2
2

b
x b

b

−
= 

−
ב.      

2 9
 , 0

6

a
x a

a

+
=    .גx a b= xד.      + m= 1xה.       − a= + 

)א.  (2 )1 , 1, 1m m + ב.      −
2 2

2 4 4 2
1 , ,

1 1

a a
a

a a

− − 
   

− − 
   

2ג.  1
0 1 , 1,

m
m m m

m

− 
 − − + 

 
)ד.       )1, 2 , 2 1, 2m m m − + − 

)ה.   )2  , 2 ,2b a a b a b  + − 

m,1א.  (3 1x m= + 1,3xב.      − a a= − ,5ג.       − 2x m m= − − 

3a ,  , 0ד.  x a x a   =           .ה
2

1
1,

1
x

m
= −

+
     

,ו.   0 , ,
a

a b x ab
b

 = , , ז.      −
a b a b

a b x
a b a b

+ −
  =

− +
. 

1
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 משוואות עם שורשים:

 סיכום כללי:

xפתרון משוואה מהצורה:  a=   יתקבל ע"י העלאה בריבוע של שני אגפי המשוואה

)באופן הבא:   ) ( )
2 2 2    x a x a= → =. 

 

 הערות:

יש לזכור בעת העלאה בריבוע של שני אגפי המשוואה יש לבדוק את כל   (1
 הפתרונות המתקבלים ע"י הצבתם במשוואה המקורית.  

xלמשוואה מהצורה   (2 a=  0שבהa    .אין פתרון 

 יש לסדר תחילה משוואות שבהן הביטוי עם שורש אינו מבודד.   (3

במשוואות שבהן יותר מביטוי אחד עם שורש יש לבודד תחילה את אחד   (4
הביטויים, להעלות בריבוע ולאחר מכן לחזור על התהליך ולבצע העלאה  

 בריבוע פעם נוספת.  
 

 שאלות:

 :    פתור את המשוואות הבאות

1) 2 5 7x + = 2) 2x x+ = 

3) 3 1 13x x+ + = 4) 2 7 4x x+ + = 

5) 1 3x x− + = 6) 10 6 9x x+ + = 

7) 6 2 2x x+ − = 8) 24 3 2x x− + = 

9) 16 4 2x x+ + = 10) 2 16 3 1x x= − − 

11) 3 5 17x x+ = + 12) 
2 5 12 2 6x x x− + = − 

13) 
21 2 5 11x x x−  − = − 14) 2 1 3 7 1x x− + = + 

15) 9 8 3 4 2x x− − + = − 16) 2 3 3 2x x− + − = 

17) 3 2 4 1x x x+ + − = + 18) 2 2 5 4 3 2x x x− + − = − 

19) 3 1 2 3 2 2x x x− + − = + 
 

 

1
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 תשובות סופיות:

1) 22x = 2) 2x = 

3) 8x = 4) 9x = 

5) 5x = 6) 25x = 

7) 0.25x = 8) 3.75x = 

9) 4.25x = 10) 5x = 

11) 6x = 12) 4, 3x = − 

13) 3x = 14) 5x = 

15) 12x = 16) 
8

2, 2
9

x = 

17) 6x = 18) 1x = 

19) 2x =  

 

  

 

 

1
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
ואלקטרוניקה

פרק 2 - אי שוויונים אלגבריים

תוכן העניינים

1. אי שוויונים כפולים מערכות וגם ואו י 18

2. אי שוויונים ממעלה ראשונה י 19

3. אי שוויונים ממעלה שלישית י 21

4. אי שוויונים ממעלה שנייה י 22

5. אי שוויונים עם מנה י 23

6. אי שוויונים עם ערך מוחלט י 25

7. שאלות מסכמות י 28

8. מציאת תחום הגדרה י 30

17

17
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 מערכת וגם: -שוויונים כפולים -אי

 סיכום כללי:

 שיווינים אשר יש לפתור יחד  -שוויון כפול הוא צורה מקוצרת להציג שני אי -אי
aכמערכת 'וגם'(. למשל במקום לכתוב:   )קרי: b   וגםb c   :ניתן לכתוב ,a b c . 

שיווינים ולפתור כל אחד  -מכאן כי כדי לפתור אי שוויון כפול יש לפצל אותו תחילה לשני אי 
 בנפרד. לאחר מכן יש לקחת את חיתוך הפתרונות.

 

 שאלות:

 השוויונים הבאים: -פתור את אי

1) 3 1 5x +  2) 
1

0 2
4x

 
+

 

3) 
1

1 1
1

x

x

−
−  

+
 4) 

8 3
0 4

5 2

x

x

−
 

−
 

5) 6 38 3 5 7x x x−  −  + 6) 
2 10 7 20

6
3 5

x x+ −
  

7) 
2 6 2

1
4 3

x x− +
−   8) 

4 5 3 8 9
11

15 5 3

x x x+ − −
 +  

  

 

 תשובות סופיות:

1) 2 4x  2) 
1

3
2

x  − 

3) 0x  4) 
2 2

2  , 2
5 3

x x  

5) 2.5 7x−   6) 10x  

7) 1 13x  8)   

 

 

1
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 שוויונים ממעלה ראשונה:-אי

 סיכום כללי:

 שוויון: - פעולות המותרות לביצוע בפתרון אי

 לחבר או לחסר כל מספר או ביטוי.  •

 . חיובילכפול או לחלק בכל מספר או ביטוי  •

 השוויון. - לכפול או לחלק בכל מספר או ביטוי שלילי תוך הפיכת סימן אי •

 להעלות בחזקה אי זוגית. •

 השוויון אינם שליליים.-להעלות בחזקה זוגית אם שני אגפי אי •

 

 שוויון:-פעולות אסורות לביצור בפתרון אי

 ת סימנו. לכפול או לחלק בביטוי שלא יודעים א •

 להעלות בחזקה זוגית כשיש אגף שלילי.  •

 

 שאלות:

 השוויונים הבאים: -פתור את אי

1) 45 26 109x−  2) ( )6 2 3 1x x − 

3) ( ) ( )
1

2 5 4 6
2

x x−  + 4) ( ) ( )
2 2

2 4 2 20x x− +  + + 

5) 
( )9 18 4

2 3

xx +−
 6) ( ) ( )4 6 8 8 3 4x x−  − 

7) 
6 4

12
3 4

x x
x

− −
−  − 8) 

7 3 1 4
7

10 5 3

x x x− − +
− +  
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 תשובות סופיות:

1) 3x  

 xכל   (2

 xאף   (3

4) 2x  − 

5) 5x  

 xאף   (6

7) 12x  

8) 13x  − 
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 שוויונים ממעלה שלישית:-אי

 סיכום כללי:

בצורה של ממעלה גבוהה מיוחסים לכאלה שניתן לכתוב אותם   אי שוויונים

4פולינומים, כגון:   2 3 22 1 0 , 4 4 1 0x x x x x+ +  − + +    .'וכו 

 בפועל נפתור אותם ע"י פירוק לגורמים ומציאת נקודות האפס של כל גורם.

לאחר מכן נבדוק את כל אחד מתחומי המספרים המתקבלים עבור הנעלם ונראה  
 באלו מהם מתקבל פסוק אמת.  

 

 שאלות:

 השוויונים הבאים: -פתור את אי

1) ( )( )( )1 2 3 0x x x− − −  2) ( )2 1 0x x x+ +  

3) ( )( )22 3 2 1 0x x x− − + +  4) 
3 25 0x x−  

5) ( )( )2 3 5 2 0x x x+ + −  6) ( )( )2 8 20 3 5 0x x x+ + −  

7) ( )( )2 6 1 0x x x− − −  8) 
3 26 9 0x x x− +  

9) ( )( )2 6 3 0x x+ +  10) ( )( )( )2 4 1 0x x x− − −  

 
 
 

 תשובות סופיות:

1) 1 2 , 3x x   2) 0x  

3) 
1

2 1 , 
2

x x−   −  4) 5 0 , 5x x−    

5) 2x  6) 
2

1
3

x  

7) 2 , 1 3x x −   8) 0 , 3x x = 

9) 3x  − 10) 1 , 2 4x x   
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 שוויונים ממעלה שנייה:-אי

 סיכום כללי:

2אי שוויון ריבועי הוא מהצורה:   0ax bx c


+ +


0aכאשר     . 

כדי לפתור אי שוויון ריבועי יש למצוא את נקודות האפס של הביטוי הריבועי ולאחר  
 מכן למצוא את תחום ההצבה עבורו הביטוי מקיים את אי השוויון עצמו. 

 

 שאלות:

 השוויונים הבאים: -פתור את אי

1) 2 144x  2) 2 12 32x x−  − 

3) ( )( )2 5 0x x+ +  4) ( )( )2 4 35x x+ +  

5) 2 13 30 0x x− + +  6) ( )( )3 7 8 56x x x− −  − 

7) ( ) ( )
2

5 2 89x x x− + +  8) ( ) ( )
2 2

5 6 4 3x x+  − 

9) 23 12 0x x− +  10) 2 10 25 0x x− +  

11) ( ) ( )( )
2 23 1 6 3x x x x x−  − + − − 12) 22 2 24 0x x+ +  

 

 

 תשובות סופיות: 

1) 12 12x−   2) 4 , 8x x  

3) 5 2x−   − 4) 9 3x−   

5) 2 , 15x x −  6) 7 , 11x x  

7) 4 8x−   8) 4 0x−   

9) 0 4x  10) 5 , 5x x  

11) 3 , 5x x  12)   כלx  
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 שוויונים עם מנה: -אי

 סיכום כללי:

אי שוויון מהצורה:  
( )

( )
0

f x

g x
   או(

( )

( )
0

f x

g x
 שוויון עם מנה, בו  -( נקרא אי( )f x   

)- ו )g x  .הם פולינומים כלשהם 

למשל:  
2

2 4
0

3 4

x

x x

+


− +
)בו:     ) 2 4f x x= )- ו + ) 2 3 4g x x x= − +. 

)כדי לפתור אי שוויון עם מנה נמצא את נקודות האפס של   )f x   ושל( )g x   ונציב

 מספרים בתחומים המתקבלים. אלו שיתנו פסוק אמת יהוו את פתרון אי השוויון. 

 

 הערות:

 ניתן לבצע כפל של המכנה בריבוע בכדי להעביר את אי השוויון לצורה של מכפלות.   •

ניתן להעביר אי שוויון המכיל מספר מנות ומספרים שלמים לצורה הנ"ל ע"י פעולות   •
   אלגבריות מתאימות תחילה.

 

 שאלות:

 השוויונים הבאים: -פתור את אי

1) 
2

1
0

9

x

x

−


−
 2) 

1
3

3 2

x

x

−
 −

+
 

3) 
2

1
0

16x


−
 4) 

2

3
0

2 10 12

x

x x

−


− +
 

5) 
2 1

0
5

x

x

−


−
 6) 

( )
1

0
3 1x


− −

 

7) 
1

1
2

x

x

−


+
 8) 

2

1
0

5 6x x


− +
 

9) 
2

2

7 6
0

3 7

x x

x x

− +


− + −
 10) 

2

1
0

8 12x x


− +
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 תשובות סופיות:

1) 3 1 , 3x x−    2) 
2 1

 , 
3 2

x x −  − 

3) 4 , 4x x −  4) 2 3 , 3x x   

5) 
1

5
2

x  6) 1x  

7) 2x  − 8) 2 3x  

9) 1 6x  10) 2 , 6x x  
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 אי שוויונים עם ערך מוחלט:

 סיכום כללי:

 עם ערך מוחלט יחיד:   ןכללים לפתרון אי שוויו

x מקרה a x a 

a פתרון  x a−     x a x a −  
 
 

 עם מספר ערכים מוחלטים: ןכללים לפתרון אי שוויו

 נמצא את הנקודות המאפסות כל ביטוי עם ערך מוחלט.   •

 מחלקים את אי השוויון לתחומים לפי נקודות האפס.  •

 פותרים את אי השוויון לכל תחום בנפרד.  •

 כותבים פתרון כללי )מערכת או( לכל התחומים יחדיו.   •

 
 :שאלות

 השוויונים הבאים:  -פתור את אי (1

2 .א 3x+  2 .ב 1 7x+  

6 .ג 2x x−  2 .ד 1 3 4x x+ −  

 

 השוויונים הבאים:  -פתור את אי (2

1 .א 4 3 7x −  2 .ב 3 8 5x x+   − 

 

 השוויונים הבאים:  -פתור את אי (3

2 .א 6 4 12x x+ −  2 .ב 10 3 2x x x+ −  − 

2 .ג 3 4x x−  26 .ד 7 4 1x x− −  

2 .ה 6 5 0x x− +  2 .ו 6 1 1 0x x− + −  
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 השוויונים הבאים:  -פתור את אי (4

3 .א 2 2 7x x− + +  8 .ב 11 1 3x x+  − − 

3 .ג 2 11 4 6x x− −  − 2 .ד + 6 5 14 1x x x− + +  − − 

 .ה
1

5 4 3 4 22
2

x x x+ − − + −  23 .ו 5 4 19x x x+ + − +  

 

 השוויונים הבאים:  -פתור את אי (5

 .א
3 1

3
2

x

x

−


−
 .ב 

2
1 2

2

x

x

+
 

−
 

 .ג
6 8

12
12

x x

x

− +


−
 .ד 

2

2

3 2
5

3 2

x x

x x

+ +


− +
 

 

 השוויונים הבאים )ערך מוחלט ושורשים(:  -פתור את אי (6

2 .א 12x x x− −  2 .ב 1 2 3x x− −  + − 

2 .ג 1 1 4 3x x x+ − −   .ד −
3

2
0

4

x x

x

+ −


−
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 תשובות סופיות:

5א.  (1 1x−         .3ב x   4אוx  −  

2ג.  6x     .1 דx  −. 

א.  (2
2 2

1 3
3 3

x    1או 1x−     .ב
1

5 3
2

x−   − 

2א.  (3 2x−      8או 4x−   4ב.   − x   2אוx  

1ג.  4x−       .ד
1 1 3 5

 ,  , 
2 3 2 3

x x x − −    

1.  ה 5x    5או 1x−   7x , 5ו.    − x −  

2א.  (4 x   2אוx  1ב.    − 1x−   

4ג.  x   6אוx  4ד.    − x   1אוx  − 

ה.  
3

7 4
7

x−        .2ו 6x−  . 

א.  (5
7

2 , 2
6

x x      .ב
2

0  , 6
3

x x    

46x , 12ג.  x     .ד
1

1 , 1 2 , 2 4
2

x x x      

12x , 3 , 1א.  (6 x x= −     .ב
15 33

2
x

− +
 

ג. 
2

0 1 , 1
3

x x  −   31ד.  − 4x−    
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 שוויונים:-אי –שאלות מסכמות 

 שאלות:

 השוויונים הבאים: -פתור את אי
 

1)  
3

  2 5    0 8
4

x x x − −      

2) ( ) ( )5 3 12 2 1 4x x x x x x+ − +  − − − 3) 
( )( )4 2

0
1

x x

x

− +


−
 

4) 
( )( )

( )( )

5 3 1
0

2 7

x x

x x

− +


− +
 5) 

( )( )

( )( )

2 3 12
0

1 4

x x

x x

− −


+ −
 

6) ( )( )3 2 5 0x x x+ −  7) 
( ) ( )

2
6 1

0
2

x x

x

− +


−
 

8) 
( )

2

5 2
0

8

x

x

−


−
 9) 

2

3
0

2

x

x

−


+
 

10) 
2

2

4
0

2 3

x x

x x

−


+ −
 11) 

2

3

6 9
0

x x

x x

− +


−
 

12) 
2

7
0

3

x

x x

−


+ +
 13) 

2

1 1

4 2 2

x

x x x
+ 

− + −
 

14) 
2

2

2

6 8 4 2

x x x

x x x x
 −

− + − −
 15) 2 26 5 3 10x x x x −  + 

16) 
3 2 1 1

0    
1 3 1x x x x
−  

− − −
   17) 

1
1 2

4

x

x

−
 

−
 

)  נמצאת הפונקציה  x  לאלו ערכי (18 )
3

x
f x

x
=

−
):   מעל הפונקציה  )

1

3

x
g x

x

+
=

+
? 
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 תשובות סופיות:  

1) 
3

2
4

x−   −  2) 4x  −  

3) 2 , 1 4x x −    4) 
1

7 , 2 , 5
3

x x x − −    

5) 1 1.5 , 4 12x x−     6) 3 , 0 2.5x x −   

7) 1 , 2 6 , 6x x x −    8) 2.5 8 , 8x x   

9) 3x  10) 3 , 0 1 , 4x x x −    

11) 1 0 , 1 3 , 3x x x−      12) 7x  

13) 2 , 2 4x x −   14) 0 , 1 2 , 4x x x    

x  16) 1xאף   (15  

17) 7x  18) 
3

3  , 3
5

x x−   −  
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 :תחום הגדרה

 שאלות:

 צא את תחום ההגדרה של הפונקציות הבאות: מ (1

) .א ) 3 4f x x= ) .ב − ) 2 5 6f x x x= − − 

) .ג ) 2 312f x x x x= − ) .ד − ) 2

5

4

x
f x

x

+
=

−
 

) .ה )
1

2
f x

x x
=

+ −
) .ו  )

23 2 1

2 3

x x
f x

x

− −
=

−
 

 

 מצא את תחום ההגדרה של הפונקציות הבאות:  (2

) .א ) 2 3f x x= + ) .ב − )
1

6
f x

x x
=

+ +
 

) .ג )
2

2

2 3

5 9

x x
f x

x x

+ −
=

+ +
) .ד  )

2 5 6

1

x x
f x

x

+ +
=

−
 

 

)תחום ההגדרה של הפונקציה:   (3 ) 2 4f x ax x= − 1הוא   − 4x . 

 .a  ערכו של הפרמטר מצא את

 

)תחום ההגדרה של הפונקציה:   (4 )
x a

f x
x a

+
=

−
2x , 2הוא    x − . 

 .a  ערכו של הפרמטר מצא את

 

)נתונה הפונקציה:   (5 ) 6f x x a= + −( ,a   .)פרמטר חיובי 

 את תחום הגדרתה.  aהבע באמצעות   .א

)מגדירים פונקציה נוספת:  .ב )
2

5

x
g x

x
=

+
. 

 ידוע כי תחום ההגדרה של שתי הפונקציות מכסה את כל ציר המספרים. 
 .a  של הפרמטר תחום הערכים האפשרי מצא את
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 תשובות סופיות:

. א (1
1

1
3

x      .6 , 1בx x −       .0 , 4ג 3x x −      

5ד.  2 , 2x x−   −     .2ה 2 , 2x x−        .ו
1 3 3

 , 1  , 
3 2 2

x x x −    

7xא.  (2       .6 ב 2x−   1x ג.      −  ,  
1

1
2

x  −   

2 ד. 1x−   ,  3x  −. 

3) 5a =. 

4) 2a =. 

2א.  (5 6x a 0ב.    − 1a . 
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פרק 3 - חוקי החזקות והשורשים

תוכן העניינים

1. חוקי החזקות י 32

2. חוקי השורשים י 37

3. כתיבה מדעית של מספרים י 41

31

31



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                      
 

 :חוקי החזקות

 סיכום כללי:

 סיכום חוקי החזקות:  

1. 0 1a =  2. 1a a=  3. n m m na a a + =  

4. 
n

n m

m

a
a

a

−=  5. ( )
m

n n ma a = 6. ( )
mm ma b a b =  

7. 
mm

m

a a

b b

 
=  
 

  8. 
1m

m
a

a

− = 9. 
m m

a b

b a

−

   
=   

   
 

 

 :שאלות

nפשט את הביטויים הבאים בעזרת החוקים:   (1 m n ma a a   -ו =+
n

n m

m

a
a

a

−=. 

2 .א 6a a  3 .ב 5 7t t t  2 .ג 5 12 3b b b b  

 .ד
8

3

k

k
 .ה  

14

9

n

n
 .ו  

6

2

c

c
  

 .ז
3 19

15

a a

a
 .ח  

30

9 18

x

x x
 .ט  

3 15

4 14

y y

y y
  

2 .י 3 43 3  . יא  3
16 2

10

2 2

2
 . יב  

20 3 16

4 22 8

5 5 5

5 5 5
  

 

nפשט את הביטויים הבאים בעזרת החוקים:   (2 m n ma a a   -ו =+
n

n m

m

a
a

a

−=. 

 .א
4 7

6 2

3 2

2 3
 .ב  

10 13 3

4 6 2 12

a b a

b b b a
 .ג  

8 5 9 2

4 4

x y y x

y x
  

 

לפניך הביטוי הבא:   (3
6 17 3 4

4 3 2

3 2 3 2

3 2 2
   . 

243כך שיתקיים שוויון בין הביטוי   nמצא  2n   .לבין הביטוי הנתון 
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 חשב ללא מחשבון את ערכי הביטויים הבאים:  (4

 .א
3 7

4 5

2 2

2 2




 .ב 

3 2

9

9 27

3 81




 

 .ג
9 5 1

3 5

10 25 8

40 125

− 


3 .ד  52 2+ 

 

)פשט את הביטויים הבאים בעזרת החוק:   (5 )
m

n n ma a =. 

) .א )
4

2a  ב. ( )
10

3c  ג. ( )
2

3 10x x  

 .ד
( )

3
2

2 3

b

b b
  

 .ה
( )

7 8

4
3

n n

n
 .ו  

( )

( )

2
20 4

2
12 3

d d

d d
  

 .ז
( )

( )

2
5 4 3

3
3 2

2 2 2

2 2
 .ח  

( )

( )

6
6 3 2

3
28 2

3 3 3

3 3
 .ט  

( )

( )

8
3 11

3
2 8

8 8

8 8 8
  

 .י
( ) ( )

5 7
4 6 20

35 40

2 3 2

3 2
 . יא  

( )

( )

6
2 31 7

10
2 11 18

3 5 3

5 5 3
 . יב  

( ) ( )
7 2

2 10 3

9 16

3 5 5

3 5
  

 

)לפניך הביטויים הבאים:  (6 )( )
4

3
)- ו 23 )( )

2
63

n

. 

 כך שיתקיים שוויון בין שני הביטויים.   nמצא 

 

 חשב ללא מחשבון את הביטויים הבאים:   (7

2 .א

3 5

4

2 3

2 3
 .ב   

20 14 8

20 12 8

5 3 3

3 5 5
 .ג  

12 2 6

5 10

7 2 2

2 7 7
  

 

 :פשט את הביטויים הבאים (8

2 .א 23 9 81  2 .ב 3 264 2 5125 .ג  8 25 5   

 .ד
4 52 16

8 512




 .ה  

( )
3

2

3

4 16

64 2
 .ו  

( )( )
5

4
4

3 4 5

3

81 27 3
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 פשט את הביטויים הבאים:  (9

 .א
( ) ( )

3 2
2 3

4
2

2

2

4

a b ab

a
ab

b

−

−



 
 
 

 .ב 
( )

( )

2
2 1 3

3
2

7 4

1

m
m

m

m

k k

k
k

+
−

−





 

 .ג
3

1 2

4

4 4

b

b b

+

+ ++
 .ד 

3 5

2 2

1 n n

n

x x

x x

+ +

+

+
 

 

)פשט את הביטויים הבאים בעזרת החוקים:   (10 )
n n nab a b= ו -

n n

n

a a

b b

 
= 

 
  

) .א )
3

2a b ב. ( )
5

4 3m n  ג. ( )
3

12 3x y  

 .ד

4
3

2

a

b

 
 
 

 .ה  

7
4

3

i

k

 
 
 

 .ו  

3
14 4

6 3

a b

a ab

 
 
 

  

 .ז

6
3 5 2 6

4 7

x y y x

y x

 
 
 

 .ח  

2
7 20 3

2 12 8

t r t

r r t

 
 
 

 .ט  
( )

( )

2
2

12 14

4
3 5 3

b c c

c c b b

 
 
 
 

  

 

 חשב ללא מחשבון את הביטויים הבאים:  (11

 .א
2

9 6 2

6 5 2

3 2 2

3 2 3

 
 
 

 .ב  
( )

2
2

4 6

5 7

5 3

3 5

 
 
 
 

 .ג  
( )

3

3

5
2

7 16 128 49

2 7

 
   

 
 

  

 

 בעזרת שימוש בחזקה שלילית: מחדש בטא את הביטויים הבאים  (12

 .א
6

1

4
 .ב  

3

1

5
 .ג  

10

1

2
  

 .ד
1

8
 .ה  

1

81
 .ו  

1

125
  

 

 בעזרת שימוש בחזקה חיובית וחשב את ערכם:  מחדש בטא את הביטויים הבאים  (13

 .א
3

1

4−
 .ב  

2

1

3−
 .ג  

3

1

5−
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 חשב את הביטויים הבאים: (14

2 .א 5 73 3 3−   8 .ב 22 512 2−    6 .ג 3 25 5 5− −   

14 .ד 6 16 4 302 3 2 3 2− −     ה. 
5 3 14

2 10 8 6

2 5 2

5 5 5 2

−

−

 

  
 .ו  

6 7 4

4 3 3

3 7 7

3 3 7

− −

− −

 

 
  

 

 פשט את הביטויים הבאים לצורה ללא חזקות שליליות.  (15

 .א
6

4

2

5

3

−
− 

 
 

 .ב  
( )

( )

4
4 11

6
2 3

4 3

3 4

−
−

−
−

 .ג  
( )

3 4

3
4 2 4

2 5

5 125 5 2 2

−

−
−  

  

 

 פשט את הביטויים הבאים: (16

 .א
( )

2 2 3

1
3

n n

n

a a

a

+ −

+


 .ב  

( )

( )

2
2 1 3

3
2

7 4

1

m
m

m

m

k k

k
k

+
−

−





 .ג  
( )

( )

3
2 4 2

2
3

6 2

1

n n

n

n

m m

m
m

+ − −

−

+




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 תשובות סופיות:

     4cו.       5nה.        5kד.       22bג.       15tב.        8aא.  (1

 .55ב.  י  82א.  י     93י.         1ט.      3xח.         7aז. 

6ג.       abב.      18א.  (2 10x y. 

3) 16n =. 

ב.     2א.  (4
1

3
ג.    

5

8
 .40ד.       

     10dו.       3nה.         bד.       26xג.       30cב.      8aא.  (5

     .53ב.  י      3א.  י     73י.        188ט.       9ח.        2ז. 

6) 2n =. 

    .56ג.        9ב.      6א.  (7

 .513ו.       72ה.        122ד.       105ג.       212ב.      123א.  (8

 א. (9
32b

a
ג.       k ב.     

1
3

5
ד.      

1
x

x
+. 

6א.  (10 3a b     .20ב 15m n       .36ג 9x y       .ד
12

8

a

b
ה.        

28

21

i

k
21ו.        3a b     

12ז.  18x y        .4ח 12t r      .2ט 6b c.      

      8ג.       225ב.       576א.  (11

   .−35ו.       −43ה.        −32ד.       −102ג.       −35ב.       −64א.  (12

      .125ג.        9ב.        64א.  (13

ד.        5ג.        8ב.        81א.  (14
1

9
   .3ו.       1000ה.        

24א.  (15 125 3       .ב
2

23

4

3
3ג.        45 2.   

1א.  (16 5na 2ג.        kב.       − 12nm +. 
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 :חוקי השורשים

 :כלליסיכום 

 :  השורשיםסיכום חוקי 

1. 
1

2a a=  2. 
1

m ma a=  3. 
n

m n ma a=  

4. m m ma b a b =  5. 
m

m
m

a a

bb
=  6. n m m na a= 

 

 :שאלות

n  :הבא את הביטויים הבאים לצורה (17 ma  . 

 .א
1

 .ב  43
3

 .ג  52
5

66  

 .ד
2

) .ה  −712 )
1

34− ) .ו  − )
3

43− −  

 .ז
1

45
−

 .ח  
1

327
−

 .ט  
5

664
−

  

 

 חשב ללא מחשבון את ערכם של הביטויים הבאים: (18

3 .ג  −25 .ב  49 .א 8  

7 .ד ) .ה  −128 )
6

3 ) .ו  −2 )
2

5 1024  

) .ז )
3

5 4 .ח  −243 24 .ט  −16 25−  

) .י )
2

4 25−    
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 ערכם של הביטויים הבאים:חשב ללא מחשבון את   (19

 .א
2

 .ב  38
3

532
−

 .ג  
2

7128
−

  

 .ד
1.5

1

25

−

 
 
 

 .ה  
2.5

1
2

4

−

 
 
 

 .ו  

2

364

343

−

 
 
 

  

 .ז
13

3481 64
−

  ח. 
2 1

3 2343 100
−

  ט. 
11 1

34 216 8 4
− −

   

 

חשב ללא מחשבון את ערך הביטוי הבא:    (20
5 2

5

2 8

128


. 

 

 שט את הביטויים הבאים: פ (21

2 .א 8  3 .ב 27  4 .ג 5 20   

 .ד
72

2
 .ה  

3

3

81

3
 .ו  

5

5

96

3
 

 .ז
5 2

5

2 8

128

  ח. 
3

24 3

500 5

25 4




 .ט 

3 2 4

4

8 25

400 2
  

 

 : את המספרים החופשיים שורש תוך הכנס ל (22

3 .א 5 .ב 2  .ג 3
36

2
 

32 .ד x .ה 3 x  

 

 הכנס את כל המקדמים בביטויים הבאים לתוך השורש:  (23

2 .א 34 .ב  5 52 .ג  2 3  

 .ד
24

2
 .ה  

3 24

2
 .ו  

43 5000

10
  

35 .ז 45 .ח  −2 55 .ט  −2 2− − 
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 : את הכופל הגדול ביותרהוצא מהשורש  (24

 63 .ג 48 .ב 12 .א

3 .ד   5x .ה 54

 

 חלץ מן הביטויים הבאים את המקדם הגבוה ביותר ככל הניתן: (25

  320 .ג  50 .ב  40 .א

3 .ד 3 .ה  108 5 .ו  56 160  

4 .ז 5 .ח  162 6 .ט  972 192  

 

 פשט את הביטויים הבאים: (26

18 .א 7 .ב  −8 3 .ג  +63 316 128+  

4 .ד 4405  .ה  −80
20

5
 .ו  

8

2
  

 .ז
16

2
 .ח  

6

3 12+
 .ט  

5 5

10

160 5−
  

 

 פשט את הביטויים הבאים: (27

 .א
1 3

2.54 23 9 27−   ב. 
3 1

34 22 16 64−   ג. 
1 2

26 3125 5 5
−

   

 .ד

4 2

3 3

1

6

27 3

9

−


 .ה  

2 6

5 5

1

5

49 7

343

−


 .ו  

1 3

4 4

1

28

512 64

128 2

−

−
−




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 תשובות סופיות:

4א.  (17 5ב.       3 6ג.       32 7ד.       56 3ה.        −212 4−      ו.       −

ז. 
4

1

5
ח.        

3

1

27
או   

1

3
ט.       

6 5

1

64
או    

5

1

2
. 

     16ו.       4ה.        −2ד.       2ג.       −5ב.        7. א (18

     .5י.      ט.       ח.        −27ז. 

ב.        4א.  (19
1

8
ג.       

1

4
ה.        125ד.        

32

243
ו.       

49

16
     

ז. 
27

4
ח.         

10

49
ט.      

1

2
. 

20) 2. 

     2ו.        3ה.         6ד.       20ג.        9ב.        4א.  (21

    .2ט.      5ח.         2ז. 

3ד.      9ג.      75ב.      18א.  (22  .   3xה.       24

3ב.       20א.  (23 5ג.       128 3ה.        6ד.       96 3     

4ו.  
1

40
2

3ז.       4ח.        −250 5ט.    −1250 55 2.      

2א.  (24 4ב.   3 3ג.  3 33ד.   7 2xה.   2 x. 

2א.  (25 5ב.       10 8ג.       2 33ד.       5 32ה.        4 52ו.       7 5    

43ז.  53ח.        2 62ט.      4 3. 

4ב.       2א.  (26 36ג.       7 4ד.       2 4ה.        5      2ו.       5

8ז.  ח.        2
2

3
או   

2 3

3
ט.       

5

10

5
5או    42 5. 

א.  (27
4

1

3
ב.       

4 61

1

2
6ג.        ה.        27ד.       115

1

7
8ו.        52.  
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 :כתיבה מדעית של מספרים

 שאלות:

 את המספרים הבאים בכתיב מדעי:  בטא (28

 1,500,000 .ב 15,000,000 .א

 23,400,000 .ד 150,000,000,000 .ג

 0.00000042 .ו 0.0003 .ה

 0.00000000042 .ח 0.000000042 .ז

 

 כתיב מדעי: את המספרים הבאים ב בטא (29

) .א )
2

) .ב  3,000,000 )
2

2,000,000  

) .ג )
3

) .ד  5,000 )
3

50,000  

) .ה )
4

) .ו  0.0012 )
3

0.00004  

) .ז )
3

) .ח  0.000005 )
3

0.000000007  

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

71.5א.  (28 10       .61.5ב 10       .111.5ג 10       .72.34ד 10      .43ה 10−      

74.2ו.   10−      .84.2ז 10−        .104.2ח 10−.     

129. א (29 10       .124ב 10       .111.25ג 10     .141.25ד 10    .151.6ה 10−     

146.4ו.   10−      .161.25ז 10−      .253.43ח 10−.    
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ואלקטרוניקה

פרק 4 - משוואות ואי-שוויונים מעריכיים

תוכן העניינים

1. אי שוויונים מעריכיים י 42

2. מערכת משוואות מעריכיות י 43

3. משוואות מעריכיות  י (ללא ספר)

41

41
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 מעריכיים: םאי שוויוני

 סיכום כללי:

xהשוויון: -פתרון אי ya a  :הואx y   :1עבורa  ו-x y  :0עבור 1a . 

 

 שאלות:

 ים: הבא  פתור את אי השיוויונים

1) 
1

1
2 1 33 27

x
x

−
+   2) 

2 1
1

42 4
x

x
−

  

3) 
1 2x xe e+   4) 

5 1 3
1 1

7 7

x x−

   
   

   
  

5) 25 5 6 5x x+    6) 2 2 1 0x xe e− +   

 

 הערה:  

וכן חוקי   ( ln) טבעי הם תלוגרי דורשות הכרות עם מושג ההשאלות הבאות 
 הלוגריתמים אשר ילמדו בהמשך.  

 

7) 3xe  8) 2 5 4 0x xe e− +  

 

 

 
 
 

 תשובות סופיות:

1) 
2

3
x  2) 

1
1

4
x    1אוx  − 

3) 0 1x  4) 
1

8
x   

5) 0 1x  6) 0x = 

7) ln3x   8) ln 4x    0אוx  
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 מערכת משוואות מעריכיות:

 שאלות:

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (1
3

18 3

x

x

y

y

 =


= −
. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (2
25 5 5 25

2

x y x

y x

 − = −


− =
. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (3

1 3 1
3

3 4 3 2 3 2

4 256

y x x

y x


+ − =

− − +
 =

. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (4
5 2 13

2 5 2 2

x y

x y

 + =


 − =
. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (5
1 1

2 3 3 2 42

3 2 73

x y

x y+ +

  −  =


− =
. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (6
( )

2 1 2 4

1

6

5 8 10 2 0

3 27

x x y

x
y

+ +

−

 +  − =



=


. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (7
( )

1

4 4

6 4 7 6 2 3 6

5 5 5 125 5

x y x y y

y
x x

− +  −  +  =



 = 


. 

 

 תשובות סופיות:

1) ( )2,9 2) ( ) ( )0,2  , 2,4 3) ( )1,2 4) ( )1,3 

5) ( )3,2 6) ( )1, 2− − 7) ( ) ( )1,2  , 1,0− 
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
ואלקטרוניקה

פרק 5 - חוקי הלוגריתמים, משוואות ואי-שוויונים לוגריתמים

תוכן העניינים

1. אי-שוויונים לוגריתמים י 44

2. הגדרת הלוגריתם  י (ללא ספר)

3. הוצאת לוג משני אגפי המשוואה  י (ללא ספר)

4. חוקי הלוגריתמים ישן  י (ללא ספר)

5. מערכת משוואות לוגריתמיות י 45

6. מערכת משוואות לוגריתמיות ומעריכיות י 46

7. משוואות לוגריתמיות הנפתרות באמצעות הגדרת הלוג  י (ללא ספר)

8. משוואות לוגריתמיות הנפתרות באמצעות חוקי הלוגריתמים  י (ללא ספר)

9. משוואות לוגריתמיות עם בסיסים שונים  י (ללא ספר)
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 ם:שוויונים לוגריתמי-אי

 סיכום כללי:

logהשוויון: -פתרון אי loga ax y  :הואx y   :1עבורa   ו-x y   :0עבור 1a . 

 

 שאלות:

 השוויונים הבאים: -פתור את אי

1) ( )2 2log log 5 20x x − 2) ( )2

6log 5 1x x−  

3) ( )3 9log log 15 2x x − 4) ( ) ( )1 1

2 2

log 1 3 log 7x x−  − 

5) ( )2ln ln 12x x − 6) ln 3x  

7) 2ln 6ln 7x x−  8) 
2

6 1
2

ln lnx x
 − 

 
 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

1) 5x   2) 1 0 , 5 6x x−      

3) 
1

3 7
2

x   4) 
1

3
3

x−    

5) 2 3 4x  6) 
30 x e  

7) 
71

x e
e
   8) 

2

3

1
x e

e
    1וגםx   
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 מערכת משוואות לוגריתמיות:

 שאלות:

 פתור את מערכות המשוואות הבאות: 

1) 2

2

log

6 log

y x

y x

=


= −
 2) 

( )2

6 6log log 2 2 2

1
1

2

x y

x y

 − − =



= −


 

3) 
( ) ( )

( )

3 3

5

log log 4 2

log 5 3 2

x y x y

x y

+ = + −


+ =

 

4) 
( )( )

( ) ( )

2 3

5 25 5

log log 1

1
log 11 log log 2

2

x y

x y x y

 − =



+ − = + +


 

5) 
5 4

5 4

log 6log 11

10log 2log 17

x y

x y

+ =


− =
 6) 

3

2

2 3

2 3

1
log log 9

log log 1

x
y

x y


+ =


 + = −

 

7) 
2log

5

8

log 2 6

5

y

y

x

x

 + =


=
 8) 

3log

27

9
y

xy

x

=


=
 

9) 

( )1
7

2

2log 2
log

15

3 3

28

2 7

1
log log

log 3

x yx y

x y

+−
=


+ =



 
 

 

 

 תשובות סופיות:

1) ( )8,3 2) ( )
1 1

36,19 , ,1
6 12

 
 
 

 3) ( )8, 5− 

4) ( )16,7 5) ( )25,8 6) 
1

16,
3

 
 
 

 

7) ( ) ( )25,4 , 625,2 8) ( ) ( )3,9 , 9,3 9) ( )4,7 
 

1

פרק 5חוקי הלוגריתמים, משוואות ואי-ש...

45

45



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                     
 

 מעריכיות: ו מערכת משוואות לוגריתמיות

 שאלות:

 פתור את מערכות המשוואות הבאות: 

1) 
( )2log 4 2

2 1

xy

y x

 = −


= −
 2) 

( )
1

5 5 5

25 5 5

log log log 3

x
y

x y

+ =

 + =

 

3) 
6

2 1 4

3 5log 1

216 6y y

y x

x − −

+ =


 =
 4) 

( )

2

9

3 3

log 3
log 2

log 9 27 2 log 12x

y
x

y


 =


 + = +


 

5) 
( )

( )

2

2

2 1 4 3 0

log 1

x y

x y

 − − + =


= +

 6) 

( )

( ) ( )( )
4

2

2 4

log 5 9

log 2 3 log 29 3 3

y

x y

x = −



+ = − −


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

1) ( )1,1 2) ( )3,3 3) ( )
1

36, 3 , 6, 1
3

 
− − 

 
 

4) ( )
1

1, , 2,1
2

 
 
 

 5) ( ) ( )1,1 , 2,3 6) ( )1,0 
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
ואלקטרוניקה

פרק 6 - מטריצות

תוכן העניינים

1. מטריצות י 47

2. מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי-סימטריות י 49

3. המטריצה ההופכית י 50

4. דרגה של מטריצה י 54

5. בחזרה למערכת משוואות ליניארית י 57

6. מטריצה אלמנטרית י 62

7. פירוק LU י 64

8. רגרסיה לינארית י 65
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 מטריצות

 שאלות

4נתונות המטריצות הבאות:  (1 6 4 6 6 2 4 2 6 4, , , ,A B C D E    . 

 קבע אילו מבין המטריצות הבאות מוגדרות.
 במידה והמטריצה מוגדרת, רשום את סדר המטריצה:

 

,מצא את  (2 ,x y z:אם ידוע כי , 
2 3 2 2 2 5

2 5 2 8 4 3 12

x y x y z z

x y x y z z

      
   

       
. 

 

נתונות המטריצות הבאות: 3-8בשאלות 

 

2 3

4 0 1 4 2
4 1 1 4 2

1 2 , , , 1 0 1 ,
0 2 4 1 5

1 1 4 2 10

4 1 1 1 0 0
1 0

1 0 1 , , 0 1 0
0 1

4 1 1 0 0 1

A B C D

E I I

   
      

                   

   
    

       
       

 

 חשב )במידה וניתן(:

E .א  (3 D ב. 
3E D I  

 .ד 5C .ג 
32 4D EI 

4)   22 2tr D E  

4 .א  (5 TC A ב. 
1 1

2 4

TA C 

6)  2I BC  

7)   Ttr C C  

8)  DABC  

 

A .א B ב. AB ג. AC D ד. AE B 

B .ה AB ו. ( )E B A ז. ( )TE A D ח. TE B 

) .ט )E AC י. ( )E B A   

1
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 תשובות סופיות

4 .א  (1 6 4 .ג לא. .ב 2 לא .ה לא. .ד 

6 .ו  6 6 .ז 2 6 .ט לא. .ח 4 6 .י 6 

2)     , , 2,1, 1x y z    

 .א  (3

5 5 3

0 0 0

8 3 9

 
 
 
 
 

 .ב 

4 3 1

2 1 2

0 1 10

  
 
 
   

 .ג 
5 20 10

20 5 25

 
 
 

 

 .ד 

18 12 8

2 0 2

24 8 16

 
 
 
 
 

 4)  230 

 .א  (5

8 16

17 6

7 21

 
 
 
 
 

 .ב 
2.25 1.5 0

1 1.25 1.75

 
 
 

 

6)  
8 17 13

8 2 10

 
 
   

 7)  63 8)  

32 82 22

48 87 75

48 108 36

  
 
 
   

 

 

 

1
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 סימטריות -מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי

 שאלות 

TAתיקרא סימטרית אם   Aמטריצה ריבועית   A=, סימטרית אם  - ואנטיTA A= − . 

 מטריצה ריבועית. A- ידוע ש (1
 :)אחד או יותר( מי מבין הבאים נכון

1. TAA  .סימטרית 

2. TA A+  .סימטרית 

3. TA A− סימטרית. -אנטי 

 

 סימטריות מאותו סדר. -אנטי  B- ו A- ידוע ש (2
 מי מבין הבאים נכון:

1. BABABA סימטרית. -אנטי 

2. 2 2A B−  .סימטרית 

3. 2A B+  .סימטרית 

 

ABסימטריות מאותו סדר ונתון כי   B- ו A- ידוע ש (3 BA= − . 
 מי מבין הבאים נכון:

1. 3AB סימטרית-אנטי . 

2. 2AB  .סימטרית 

3. 2( )A B−  .סימטרית 

 

ABאנטי סימטרית מאותו סדר ונתון כי   B- סימטרית וA- ידוע ש (4 BA=. 
 הוכח:

1. AB סימטרית. -אנטי 

2. AB B+ סימטרית. -אנטי 

 

,נתון:   (5 ,A B AB  .סימטריות מאותו סדר 

4הוכח כי   4 4 4A B B A=. 
 

 תשובות סופיות 

1) 1,2,3 
2) 2 
3) 1,2,3 
 הוכחה.  (4
 הוכחה.  (5

1
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 המטריצה ההופכית

 שאלות

 מצא את ההפוכה של כל מטריצה.  9-1בשאלות 
 בדוק תשובתך על ידי כפל מטריצות מתאים. 

1) 
1 2

3 4

 
 
 

 2) 
5 2

7 3

 
 
 

 3) 
4 1.5

2 1

 
 
 

 

4) 

1 0 2

4 1 8

2 1 3

 
 

−
 
 
 

 5) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

 
 

−
 
 
 

 6) 

2 1 1

3 2 2

5 3 4

− 
 

− 
 − 

 

7) 

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

 
 
 
 
 
 

 8) 

1 4 2 4

1 2 1 0

0 1 1 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 
 

− − 

 9) 

1 1 0 1

4 2 2 3

2 1 2 1

4 0 2 2

 
 
 
 − −
 

− 

 

 

2המטריצה הבאה:   kעבור אילו ערכים של הקבוע   (10

1 1 1

5 7 3

3 1 3

k

k

− 
 

− +
 
 − + 

 ? הפיכה 

 

  המטריצה kעבור אילו ערכים של הקבוע   (11

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

 
 
 
 
 
 
 
 

 ? הפיכה איננה 

 

 :X  וחלץ את ,nהן הפיכות מסדר   21-41בשאלות  הנח שהמטריצות

AXC .א  (12 D= 1 .ב 1A XC A DC− 1 .ג =− TP X P A− = 

1 .א  (13 2( )C A X D I− −+ 1 .ב = 1( )A AX X C− −− = 

14)      1T T TABC X BA C AB− =  

 

נתון   (15
1 2

4 9
B

 
=  
 

. 

)אם ידוע כי   ,Xחשב את   )
12 2B X B B I
−
= +. 

1
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1נתון   (16

1 0 2

4 1 8

2 1 3

B−

 
 

= −
 
 
 

1TBYBאם ידוע כי   ,Yחשב את   . B B−= +. 

 

1נתון   (17
2 3

4 7
A−  

=  
 

. 

)  בנוסף כי: אם נתון ,Bחשב את   ) ( )
2 2

5 2 7TA B I A A
− −

+ =. 

 
 ענה על הסעיפים הבאים: (18

2המקיימת    מטריצה ריבועית Aנתון:   .א 5 2 0A A I− − =. 

 .I- ו Aבמונחי   −1Aהפיכה ובטא את  A  כי  הוכח

)המקיימת    מטריצה ריבועית Aנתון:   .ב 3 )( 2 ) 0A I A I− + =  . 

 .I- ו Aבמונחי   −1Aהפיכה ובטא את  A  כי  הוכח

 

3:  ן כינתו  (19 2( ) 4 20 48p x x x x= − − + ,

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

. 

)חשב את   .א )p A. 

 , הפיכה A-ש  הוכח , )ולא בדרך אחרת(סעיף א בעזרת תוצאת  .ב

 בלבד. I- ו Aבעזרת   −1Aובטא את  
 

4מטריצה ריבועית המקיימת   A  כי נתון (20 0A =. 

 לא הפיכה. Aהוכח כי   .א

Iהוכח כי המטריצה  .ב A− ומצא את ההופכית שלה.  ,הפיכה 
 

נתון:   (21
1

1

P AP B

Q BQ C

−

−

 =


=
. 

1D- כך ש ,Dהוכח כי קיימת מטריצה הפיכה   AD C− =. 
 

 * הנח שכל המטריצות הנתונות ריבועיות, מאותו סדר והפיכות.
 ניתן לנסח את השאלה כך:  ,דמיון מטריצות* לסטודנטים המכירים את המושג *

 .C- דומה ל Aאז  ,C- דומה ל B-ו B- דומה ל  Aהוכח: אם  
 )כלומר יחס הדמיון הוא יחס טרנזיטיבי( 

  

1
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A,תהיינה   (22 B   2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות: 

AB .א BA=. 

2אם  .ב

nA AB I−  הפיכה.  Bאז בהכרח  , =

2אם  .ג

nA AB I−  הפיכה.  Aאז בהכרח  , =

)אם  .ד )
100

AB I= ,  אז בהכרח( )
100

BA I=  . 

)אם  .ה )
100

0AB )אז בהכרח  , = )
101

0BA =. 

 

A,תהיינה   (23 B  מטריצות מסדרn n  2, עבורןA AB I+ =. 

AB- הוכיחו ש .א BA=. 

2B- אם נתון בנוסף ש .ב BA+ ,היא מטריצת האפס 
 היא מטריצת האפס.  Bהוכיחו שגם  

 
A,תהיינה   (24 B.מטריצות כלשהן 

 הוכח או הפרך את הטענות הבאות: 

ABאם  .א I=   1אזB A−=. 

A,היא מטריצה ריבועית, אזי  ABאם המכפלה   .ב B .מטריצות ריבועיות 

A,היא מטריצה הפיכה, אזי  ABאם המכפלה   .ג B  .מטריצות ריבועיות 

 לא הפיכה.  ABהמכפלה   .ד

 מטריצה ריבועית.Bמוגדרת, אזי  ABמטריצה ריבועית והמכפלה  Aאם  .ה

 

2Aתיקרא אידמפוטנטית אם   Aמטריצה ריבועית  (25 A=. 
 הוכח:

Aלמעט המקרה בו   .א I= אידמפוטנטית היא לא הפיכה. , מטריצה 

יחידה נקבל מטריצה  האם נחסר מטריצה אידמפוטנטית ממטריצת   .ב
 אידמפוטנטית.

 , 2מסדר  תמטריצה אידמפוטנטית ריבועי Aאם  .ג
) אז ) 1tr A  מטריצה אלכסונית.   A -או ש =

 nAאידמפוטנטית   A .ד A=,   לכלn  .טבעי 
 

 

 )דטרמיננטות( תמצא שאלות נוספות הנוגעות למטריצה ההפוכה.  3בפרק : הערה
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 תשובות סופיות 

1) 
2 1

1.5 0.5

 
 

− 
 2) 

3 2

7 5

− 
 
− 

 3) 
1 1.5

2 4

− 
 
− 

 

4) 

11 2 2

4 1 0

6 1 1

− 
 

− 
 − − 

 5) 

8 1 3

5 1 2

10 1 4

− − 
 
−

 
 − 

  

6) 

2 1 0

2 3 1

1 1 1

− 
 

− 
 − − 

 7) 
1 1
2 2

1 1
3 3

1 1
4 4

1 0 0 0

0 0

0 0

0 0

 
 
− 
 −
 

− 

  

8) 

7 10 20 4

2 3 6 1

3 5 8 2

1 2 3 1

− − 
 
− −
 
 − −
 
− − 

 9) 

7 2 3 1

10 3 5 2

10 3 4 1.5

4 1 2 1

− − 
 
− −
 
 − −
 

− − 

  

10) 1, 2k k  − 11) 1, 4k k= = −  

1  א.  (12 1A DC− ). ג   D. ב  − )1
T

T TP A P− 

2CDא.  (13 A−   .ב( )
1

1A C A
−

−+ 

14) 1( )T T TBA C B BC− 15) 
5 1

4
2 1

X
− 

=  
− 

 

16) 

22 86 38

64 246 114

60 238 100

Y

 
 

=  
 
 

 17) 
264 4501

448 768245
B

 
=  

 
 

1א.  (18 0.5 2.5A A I− = 1ב.   − 1 1
6 6

A A I− = − 

 א. (19

0 0 0

( ) 0 0 0

0 0 0

f B

 
 

=
 
 
 

1ב.    21 1 5

48 12 12
B B B I− = − + + 

1ב.    א. הוכחה.  (20 2 3( )I A I A A A−− = + + + 

 הוכחה.  (21
 הוכחה.  (22
 הוכחה.  (23
 הוכחה.  (24
 הוכחה.  (25

1
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 דרגה של מטריצה

 שאלות

)אמת את המשפט   (1 ) ( )Trank A rank A=, 

  על המטריצה:

1 2 3 4 10

5 6 7 8 14

6 8 10 12 24

3 2 1 0 6

A

 
 
 =
 
 

− 

. 

 

)אמת את המשפט   (2 )  min ( ), ( )rank AB rank A rank B, 

  עבור:

1 2 3 4 1 2 3

5 6 7 8 4 5 6

6 8 10 12 7 8 9

3 2 1 0 1 1 1

A B

   
   
   = =
   
   
   

. 

 

נתונה המטריצה:   (3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4 1

0 0 0 10

k

k
A

k

k

− 
 

−
 =
 −
 

− 

. 

)חשב את   )rank A. 

 

1nריבועית מסדר   ה מטריצ Aנתון כי   (4 . 
 הוכח או הפרך: 

) .א ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

) .ב ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

 

A,נתון כי   (5 B   1מטריצות ריבועיות מסדרn . 
 הוכח או הפרך: 

)אם  .א ) ( )rank A rank AB=,   אז בהכרחB  .הפיכה 

)- ייתכן ש .ב ) ( ).rank A rank AB 

)אם  .ג ) ( )rank A rank B ,  אז( ) ( ).rank AB rank B 
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נתון   (6

1 2 3 1 2 3

0 0 1 , 0 4 5

0 0 4 0 0 1

A B

−   
   

= − =
   
   
   

. 

)חשב את   .א ) ( ),rank A rank B . 

)חשב את   .ב )10 14rank B A. 

 

A,נניח כי   (7 B שתי מטריצות ריבועיות מסדר  n. 

2הוכיחו כי   ( ) ( )
A A

rank rank A rank B
A B

 
 + 

 
. 

 

8תהי   (8 7xA כך ש ,מטריצה -( ) 3rank A =. 

מטריצות   3הוכח כי קיימות  
1 2 3, ,A A A,  1שלכל אחת מהן דרגה , 

- כך ש
1 2 3A A A A= + +. 

 מטריצות.  3- הראו כי לא ניתן לקבל זאת עם פחות מ

 .kשדרגתה   mxnהכלילו את תוצאת התרגיל למטריצה מסדר  
 

3נתונות שתי מטריצות   (9 5 5 3,A B . 

 הוכח או הפרך את הטענות הבאות: 

) .א ) ( )rank AB rank BA= 

) .ב ) ( )rank AB rank BA 

 לא הפיכה. BAהמטריצה  .ג
  

1
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 תשובות סופיות 

 הוכחה.  (1
 הוכחה.  (2
1kאם  (3 )אז   ,= ) 2rank A ,4אם . = 10k k= )אז  ,= ) 3rank A =. 

1,4,10kאם     ( ) 4rank A =. 

 הטענה נכונה.ב.   א. הטענה אינה נכונה.  (4
 . ב. הטענה אינה נכונה  א. הטענה אינה נכונה.  (5

 .ג. הטענה אינה נכונה

)א.  (6 ) 3rank B = ,( ) 2rank A ) ב.  .= )10 14 2rank B A = 

 הוכחה.  (7
 הוכחה.  (8
 הוכחה.  (9

 

 

1
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 בחזרה למערכת משוואות ליניארית

 שאלות

המבטאות את מערכת המשוואות   ,b- ו A ,xמצא מטריצות   סעיפים הבאים ב (1
Axהנתונה ע"י המשוואה היחידה   b=: 

 .א

2 3

2 4 5

6 4 2

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ − =

+ + =

 .ב 

2 3 1

4 2 4

1

4 2 10

x y z t

x y z

y z t

x z y

− + + =

+ + =

+ + =

− − =

 

 

  :נתון כי 2-6בשאלות 

4 2 4 1

1 1 1 2

1 6 3 3

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     −     

. 

 כמערכת משוואות לינאריות:בשאלות אלה בטא כל אחת מהמשוואות 

2) Ax b= 3) 4Ax x b= + 4) Ax kx b= − + 

5) Ax x= 6) 2 3TA x x b= +  

 

 , הפתור את מערכת המשוואות הבא (7

 בעזרת המטריצה ההפוכה:

2 3

3 2 2 5

5 3 4 11

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

. 

 
 , פתור את מערכת המשוואות הבאה (8

 :בעזרת המטריצה ההפוכה

4 2 4 1

2 0

1

3 2 0

x y z t

x y z

y z t

x y z t

+ + + =

+ − =

+ + =

+ − − =

. 

 
 ים:למערכת משוואות מסוימת יש את שני הפתרונות הבא  (9

( , , ) (2, 8,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= − = − −. 
 הוכח שהמערכת חייבת להיות הומוגנית. 
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 ם: למערכת משוואות לא הומוגנית יש את שני הפתרונות הבאי (10

( , , ) (2,3,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= = − −. 
 מצא פתרון לא טריוויאלי כלשהו של המערכת ההומוגנית המתאימה. 

 

2  :נתונה המערכת (11 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 : למערכת, k  מצא עבור אילו ערכים של הקבוע
 פתרון יחיד.     ב. אין פתרון.     ג. אינסוף פתרונות.  א.
 
 בפתרונך השתמש במושג 'דרגה של מטריצה'. * 
 

נתון   (12

1 1 2 3 1

2 0 1 2 2
,

5 8 4 2 0

0 5 3

A b

k m

   
   
   = =
   
   

−   

 . 

)ידוע כי   ) 3rank A Axידוע כי למערכת ו ,= b=  .יש פתרון 

k,מצאו את הקבועים   m. 
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית   (13
 . 0שווה  A  סכום האיברים בכל שורה של המטריצה

 הפיכה.  לאמטריצה  A- הוכח ש
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית הפיכה   (14
 .kשווה   Aמטריצה  הסכום האיברים בכל שורה של  

 הוכח שסכום האיברים בכל שורה של המטריצה הוא קבוע. 
 .k  בטא קבוע זה בעזרת

 

  :מקיימת A  מטריצה  (15

1 2 3

4 5 6 0

7 8 9

A

 
 

=
 
 
 

. 

הוכיחו כי הווקטור  

6

15

24

 
 
 
 
 

0Axההומוגנית  הוא פתרון של המערכת    =. 
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A,יהיו   (16 B   מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 עבור כל אחת מהטענות הבאות קבע האם היא נכונה או לא.  

)אם למערכת   .א ) 0AB x  קיימים שני פתרונות שונים,  =

 לא הפיכה.  Aאז בהכרח 

)למערכת   0- אם קיים פתרון שונה מ  .ב ) 0AB x =, 

)אז למערכת   ) 0BA x  . 0- קיים פתרון שונה מ =

0Axאם למערכת   .ג 2- קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת    .ד ) 0tA A x  לא הפיכה.   Aקיים פתרון יחיד, אז  =

)למערכת ההומוגנית   0- אם קיים פתרון שונה מ  .ה ) 0AB x =, 

0Axאז למערכת ההומוגנית    . 0- קיים פתרון שונה מ =

 

): נתונה מערכת משוואות מעל   (17 )0d Ax d =. 

)המקיימת   ,4  מטריצה ריבועית מסדר Aנתון כי   ) 2rank A =. 
הנתונה:  וקטורים הבאים פותרים את המערכתו ידוע כי ה

1 2 1 2 1 2( , ,6,7), ( , ,1,2), ( , ,4,3)u x x v y y w z z= = =. 

 : הנתונה מי מבין הבאים הוא הפתרון הכללי של המערכת 

x .א au bv cw= + + 

) .ב 1)x a b u av bw= + + − − 

x .ג au bv w= + + 

) .ד ) ( ) ( )x a b u b c v c a w= − + − + − 

) .ה ) ( )x a b u av bw u= + − + ,  כאשר ,+ ,a b c. 
 

 בחלקו האחרון של פתרון תרגיל זה נדרש הידע הבא מהפרק מרחבים וקטורים:  הערה:       

0Axבהינתן מערכת הומוגנית          =: 

 אוסף כל הפתרונות של המערכת נקרא מרחב הפתרונות של המערכת. . 1        

 . מספר המשתנים החופשיים במערכת לאחר דירוג נקרא המימד של מרחב הפתרונות. 2        

 מומלץ לחזור לתרגיל זה אחרי שתעברו על הפרק מרחבים וקטורים.  ,בכל אופן        
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 תשובות סופיות 

. א (1

2 1 1 3

1 2 4 5

4 4 1 2

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     
     

 

ב. 

2 3 1 1 1

4 1 2 0 4

0 1 1 1 1

1 2 4 0 10

x

y
A x b

z

t

−     
     
     = = =
     
     

− −     

 

2) 

4 2 4 1

2

6 3 3

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

3) 

2 4 1

5 2

6 3

y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− − =

 

4) 

(4 ) 2 4 1

( 1) 2

6 (3 ) 3

k x y z

x k y z

x y k z

+ − + =

+ − + =

− + + =

 

5) 

3 2 4 0

2 0

6 2 0

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

6) 

2 3

2 3 6 6

4 9

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − − =

+ + =

 

7) ( , , ) (1, 2,3)x y z = 

8) ( , , , ) ( 13,4, 5,2)x y z t = − − 

 . הוכחה (9

10) 

3

1

6

x

y

z

−   
   

=   
   −   

 

2kאם  (11  1  אוk   , אז יש פתרון אחד. −

2kאם   , אז יש אינסוף פתרונות. =

1kאם  =  , אז אין פתרונות. −

12) 5, 9m k= = 

 הוכחה.  (13

1
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- הוא קבוע השווה ל −1Aסכום האיברים בכל שורה של   (14
1

k
. 

 הוכחה.  (15

 הוכחה.  (16

 הוכחה.  (17

1
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 מטריצה אלמנטרית

 שאלות

רשום את המטריצה   (1
1 2

3 4
A

 
=  
 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

רשום את המטריצה   (2
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

 ד. -הוכח או הפרך כל אחד מסעיפים א  (3
 ע"י סדרת פעולות דירוג.  A- מתקבלת מ B- ומטריצה ריבועית,  Aנתון כי  

 : ע"י הפעלת אותה סדרה של פעולות תתקבל גם         

 .2A- מ 2B .א

 .2A- מ BA .ב

 .BA- מ 2B .ג

 .AB- מ 2B .ד
 

]3תהי   (4 ]A M R,  איברי  , סכום  4כך שסכום איברי השורה הראשונה שלה הוא

 .10וסכום איברי השורה השלישית שלה הוא  1השורה השנייה שלה הוא 

2נגדיר את המטריצות האלמנטריות   1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 , 0 1 0

0 3 1 4 0 1

E E

   
   

= =
   
   −   

. 

למה שווה סכום איברי השורה השלישית במטריצה  
2 1E E A? 

 פתור בשתי דרכים: 
 האלמנטרית. בעזרת תכונות המטריצה  –דרך א'  
 בעזרת כפל מטריצות.   –דרך ב' 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 

1 2 3

1 0 1 1 1 0 1 2

3 1 0 1 0 2 3 4

e e e A

−     
=     

−     
 

2) 1 2 3 4

5 6

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1

0 0 1 2 0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 1 1 1 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

e e e e

e e

    
    

− •
    
    
    

  
  
• −
  
  
  

7 8

1 0 0

1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

e e

A

  
  

=
  
  −  

 

 הוכחה.  (3

4) 3− 

1
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 LUפירוק 

 שאלות

של המטריצה  LUרשום את פירוק  (1
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

  
 

   
   

. 

 

של המטריצה  LUרשום את פירוק  (2

1 2 3 4

2 3 8 5

1 3 1 3

3 8 1 13

A

 
 

 
 
 

 

. 

 

 של המטריצה LUרשום את פירוק  (3

2 6 6

4 5 7

3 5 1

6 4 8

8 3 9

A

 
 
  
  
 
  
  

. 

 
 תשובות סופיות

1) 

1 1 1 1 0 0 1 1 1

3 4 2 3 1 0 0 1 1

2 3 2 2 1 1 0 0 1

A L U

        
     

    
     
            

 

2) 

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4

2 3 8 5 2 1 0 0 0 1 2 3

1 3 1 3 1 1 1 0 0 0 2 4

3 8 1 13 3 2 2 1 0 0 0 3

A L U

      
     

         
      
     

      

 

3) 

1 0 0 0 0
2 6 6 2 6 6

2 1 0 0 0
4 5 7 0 7 5

3
3 5 1 0 0 02 1 0 0

2
6 4 8 0 0 0

3 2 0 1 0
8 3 9 0 0 0

4 3 0 0 1
A U

L

 
     

      
    
      
                  
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 רגרסיה לינארית

 שאלות

 :בטבלה הבאה הביקוש של מוצר מסוים ביחס למחיר שלו בתקופה של חודש (1

   

( ) / ( )

49 124

69 95

89 71

99 45

109 18

price x Demand sales y

 

 גרסיה של הבעיה. ישר הר מצא את   .א

 . 54$בעזרת ישר זה נבא את הביקוש אם המחיר הוא  .ב

 השיפוע של ישר הרגרסיה? מה משמעות   .ג

 (.SSEמצא את סכום ריבועי השגיאות בחישוב הנ"ל ) .ד
 

 הערה: הנח שהביקוש הוא ביחידות מוצר והמחיר הוא בדולרים. 
 

 

 

 תשובות סופיות 

)א.  (1 ) 1.7 211f x x= −  יחידות מוצר .   119.2הביקוש הוא ב.   +
יחידות מוצר   1.7לירידה במכירות של   תביא 1$-העלאת מחיר המוצר בג. 

207.65SSEד.     בחודש.  = 

1

פרק 6מטריצות
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
ואלקטרוניקה

פרק 7 - דטרמיננטות

תוכן העניינים

1. חישוב דטרמיננטות י 66

2. כלל קרמר ופתרון מערכת משוואות י 74

3. מטריצה צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה י 75

4. שימושי הדטרמיננטה י 79

65

65
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 דטרמיננטות 

 שאלות

 )פיתוח לפי שורה/עמודה(:  שב את הדטרמיננטה על ידי הורדת סדרח 5-1 בשאלות 

א.  (1
a b

c d
ב.   

5 2

7 3−
ג.    

4 1.5

2 1

−

−
 

 

א.  (2

1 0 2

4 1 8

2 0 3

ב.   

2 1 1

0 2 1

1 0 0

ג.    −

2 1 1

3 2 5

0 2 0

− 

 

א.  (3

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

ב.   

1 0 2 5

2 0 6 0

5 3 7 4

2 0 5 44

− −

−
ג.   

4 0 0 5

1 7 2 4

4 0 0 0

1 4 1 1−

 

 

4) 

1 9 8 3 4

3 0 5 0 2

2 4 1 0 3

4 1 7 0 2

0 0 1 0 0

−

− 

 

5) 

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 1 5 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

−

−

− − −

 

 

 דירוג. חשב את הדטרמיננטה של המטריצות על ידי  7-6בשאלות 

א.  (6

1 3 0 2

2 5 7 4

3 5 2 1

2 2 2 1

− −

−

ב.  

1 3 3 4

0 1 2 5

2 5 4 3

1 2 1 1

−

−

−

− − − −

ג.   

1 1 3 0

1 0 2 4

1 2 8 5

3 1 2 3

− −

−

− −
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א.  (7

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

2 6 2 3 9

3 7 3 8 7

3 5 5 2 7

− −

− − −

− −

− −

ב.   

1 2 1 0 2

3 4 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 3 1 0

0 0 5 2 7

− −

− − −

−

 

ג. 

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 0 4 1

0 0 0 2 7

− −

− − −

 

 

 ודירוג: חשב את הדטרמיננטה על ידי שילוב של הורדת סדר  10-8בשאלות 

8) 

2 5 3 1

3 0 1 3

6 0 4 9

6 15 7 2

− −

−

− −

− −

 

 

9) 

1 2 3 0

3 4 3 0

5 4 6 6

3 4 7 3

−

 

 

10) 

2 5 4 1

6 12 10 3

6 2 4 0

6 7 7 0

− −

−

 

 

 ללא חישוב, שהדטרמיננטה של המטריצות שווה אפס:הראה,   12-11בשאלות 

א.  (11

1 0 2

7 0 12

3 0 2

ב.   

1 2 3

4 5 6

5 7 9

 .ג  

12 15 18

13 16 19

14 17 20
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א.  (12

1 1 1

y z z x y x

x y z

+ + +

ב.   
a a x a y

b b x b y

c c x c y

+ +

+ +

+ +

 

ג. 

2 2

2 2

2 2

sin cos 1

sin cos 1

sin cos 1 1

x x

y y

z

ד.   

3 1 4 5 0 1 12

14 4 1 4 1 8 4

3 5 2 0 4 1 3

4 2 1 1 0 6 6

21 2 3 4 5 6 1

2 5 7 4 2.5 1 1.5

11 2 6 9 1 3 4

− −

− −

− − −

− −

−

− − − −

− − −

 

 

4נתון כי:    13-15בשאלות 

a b c

d e f

g h i

=. 

 חשב:

13) 

2

2

2

a g d d

b h e e

c i f f

+

+

+

 

 

14) 

2 3 2 4

2 3 2 4

2 3 2 4

a d d g a

b e e h b

c f f i c

− +

− +

− +

 

 

15) 

0 3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 0 0 0

g d a a d

h e b b e

i f c c f

+ +

+ +

+ +
 

 

הוכח כי:   (16

2

2

2

1

1 ( )( )( )

1

a a

b b b a c a c b

c c

= − − −. 

 

1
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הוכח כי:   (17

2 3

2 3

2 3

2 3

1

1
( )( )( )( )( )( )

1

1

x x x

y y y
y x z x t x z y t y t z

z z z

t t t

= − − − − − −. 

 

חשב:   (18

1 1 1 1

1 1 1 1

det 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

. 

 

 .n  , נתונה מטריצה ריבועית מסדר19-52 שאלותמה תבכל אח 
 המטריצה הנתונה: חשב את הדטרמיננטה של 

19) 

1 1

0 1
ij

i j

i j
a

j i j

j i j

= =


= 
= 


− 

 

 

20) 

1

1,

0

ij

j i j

a n i j n

else

= +


= = =



 

 

21) 
1 1

0
ij

i j n
a

else

+ = +
= 


 

 

22) ij

a i j
a

b else

=
= 


 

 

23) 

1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 n

 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

1
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24) 

1 1 1 1

1 3 3 3

1 3 6 6

1 3 6 3( 1)n

 
 
 
 
 
 
 − 

 

 

25) 
1

1

0

ij

a i j

b i j
a

c j i

else

=


= +
= 

= +


 

  :25בשאלה   *

 צא נוסחת נסיגה עבור הדטרמיננטה. מ .1

,3הנח כי   .2 1, 2a b c= =  ומצא: , =

 ביטוי סגור עבור הדטרמיננטה.  .א

20n כאשר ,את הדטרמיננטה  .ב =. 
 

  חשב: (26

2 1 2 1 1 3 1

a b c d e a b c d e

f g h i j f g h i j

k l m n o k l m n o

p q r s t p q r s t

a b x y a b c d x e y

+

+ − − − − − −

. 

 

|,  3מטריצות מסדר  B- ו A  ן כינתו  27-28בשאלות  | 4 , | | 2A B= =. 
 חשב:

1א.  (27 TABA B−   .2ב 3| 4 |A B 

 

2א.  (28 3| |TA B A−−  .2 ב| 2 |TA A adjB− 

 

)1נתון:   (29 )PQ APQ B− =. 

|הוכח:   | | |A B=. 

 

2- כך ש ,4מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A  :ןנתו  (30 3 0AB I+ =, | | 2A =. 

|חשב את   |B. 

 

1
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2- כך ש ,3מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A:  ןנתו  (31 13 0 , 2 0A B B A−+ = − =. 

|חשב את   |, | |A B. 

 

1  .1הוכח:  (32 1
| |

| |
A

A

− =  2. ( ) 1| |nnxnadj A A −=. 

 

 . זוגי-סימטרית מסדר אי- מטריצה אנטי Aנתון כי   (33

|- הוכח ש | 0A =. 

 

|,   nמטריצה מסדר   A :ןנתו  (34 | 128A =, 22 TAB B A=, ו -B הפיכה . 
 .nמצא את  

 

) :ןנתו  (35 ) ( )
1

det 2, det
3

nxn nxnA B= =. 

21 חשב:
det

3

n nB A−. 

  

1
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 תשובות סופיות 

adא.  (1 bc−  .1ג.   29ב− 

  −14ג.  −3ב.   −1א.  (2

  −300ג.  234ב.   24א.  (3
4) 9 
5) 6 
 3 ג.  0ב.   0א.  (6
 104 ג.  44 ב.  24א.  (7
8) 120 
9) 114 

10) 6 
 www.GooL.co.ilתרונות באתר: פ (11

 פתרונות באתר.  (12

13) 8− 

14) 16 

15) 9 

 הוכחה.  (16

 הוכחה.  (17

18) ( ) ( )
4

1 4k k− + 

19) !n 

20) 1( 1) !n n−− 

21) 
(3 1)

2( 1)
n n+

− 

22) 1( ) [ ( 1) ]na b a n b−− + − 

23) 1  

24) 22 3n− 

25) 1. 2 3

2 3, 2D a bc D a abc= − = −  ,1 2n n nD aD bcD− −= − 

12  .א.2 1n

nD += 21 .ב  −

20 2 1D = − 

26)  0 

 132ב.     4 א. (27

 −112 .ב  −8 .א (28

 הוכחה.  (29

1
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30) 
81

32
 

31) | | 18, | | 2 / 3A B= = − 

 הוכחה.  (32

 הוכחה.  (33

34) 7  

35) 4n 

1
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 כלל קרמר 

 שאלות

 פתור את מערכות המשוואות בעזרת כלל קרמר:  3-1בשאלות 

1) 
2 5

3 4 11

x y

x y

+ =

+ =
 2) 

3

4 8 21

2 3 8

x z

x y z

x z

+ =

+ + =

+ =

 3) 

2 5 8

2 6 8

5 3 7 4 5

2 5 44 51

x z t

x y

x y z t

x y z

+ + =

− − = −

+ − + =

+ + =

 

 

נתונה מערכת המשוואות:  (4

1

1

1

1

, 1

kx y z t r

x ky z t r

x y kz t r

x y z kt r

x y z t kr

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

.  

 למערכת פתרון יחיד?  kעבור איזה ערך של   .א

למערכת פתרון יחיד שבו   kעבור איזה ערך של   .ב
1

2
x =? 

עבורו למערכת פתרון יחיד שבו   kהאם קיים   .ג
1

5
x =? 

x- מתקיים ש  אז בהכרח ,פתרון יחידהוכח שאם למערכת  .ד y z t r= = = =. 

 

A,יהיו   (5 B   מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 עבור כל אחת מהטענות הבאות קבע האם היא נכונה או לא.  

0Axאם למערכת ההומוגנית   .א 2- קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית   .ב ) 0tA A x |קיים פתרון יחיד, אז   = | 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית   .ג ) 0AB x |- קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = | 0A =. 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1, 2x y= = 

2) 1, 1, 2x y z= = = 

3) 1x y z t= = = = 

,1א.  (4 4k k  2kב.   − =  . ד. הוכחה  ג. לא.  −

 . ג. לא נכונה  ב. לא נכונה.   א. לא נכונה.  (5

1
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 צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה  מטריצה

 שאלות

)חשב את הצמודה הקלסית   1-3 בשאלות  )adj A,   1ובעזרתה אתA−: 

1) 
1 2

3 4
A

 
=  
 

 2) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

A

 
 

= − 
 
 

 3) 

1 0 1 0

0 1 0 0

1 0 1 1

0 0 1 1

A

 
 

=  
 
 

 

 

נתון:  (4

9 26 1 14 10

13 7 87 4 0

71 35 3 0 0

17 2 0 0 0

2 0 0 0 0

A

− − 
 

− 
 =
 
 
 
 

 . 

):  חשב .א )
1,5

adjA. 

)חשב:   .ב )1

1,5
A−. 

 

|הוכח שאם   (5 | 1A  הם מספרים שלמים,  Aוכל איברי   =

 מספרים שלמים. הם  גם  −1Aאזי כל איברי  
 

 מטריצה משולשית תחתונה והפיכה. A- נתון ש (6

 משולשית תחתונה.  −1A- הוכח ש

 

 הפיכה. A- נתון ש (7

)הוכח שגם   )adj A   וגםTA .הפיכות 
 

A,נתון:   (8 B   .הפיכות,C D  .לא הפיכות 
 האם המטריצות הבאות הפיכות: 

C .א D+ ב. A B+ ג. AD ד. CD ה. AB 

 

2עבורם המטריצה הבאה לא הפיכה: kמצא את ערכי   (9

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 4 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

k

k k k k

 
 
 
 − +
 

− 
 − − − 

. 

  

1
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A,- ידוע ש (10 B 0- מטריצות ריבועיות מאותו סדר וB . 
 הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות: 

0ABאם  .א  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ב  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ג |אז   ,= | 0A =. 

0ABאם  .ד |אז   ,= | 0A =. 
 

נתונות שתי מטריצות   (11
3 5 5 3,A B 

. 

 הוכח או הפרך את הטענות הבאות: 

| .א | | |AB BA=  

) .ב ) ( )adj AB adj BA  
 

מתקבלת ממטריצה   Bאם  (12
3 3A 

 , 4- ב על ידי כפל העמודה הראשונה 

|אז  ( ) |adj A B שווה ל: 

3 .א 34 | |A 

3 .ב 34 | |B 

34 .ג | |B 

34 .ד | |A 

 

)נתונה מטריצה ריבועית   (13 )ijA a=   3מסדרn    1המקיימתija i j= + −. 

 מהטענות הבאות: הוכח או הפרך כל אחת  

| .א | 4A = 

 הפיכה.  A .ב

) .ג ) 0adj A = 

| .ד | 0A = 
 

 , אז:Aהיא הצורה המדורגת של מטריצה ריבועית   Gאם  (14

)בהכרח   .א ) ( )det detA G=   וגם( ) ( )adj A adj G=. 

)בהכרח   .ב ) ( )det detA G= אך ייתכן ש ,( ) ( )adj A adj G. 

)- ייתכן ש .ג ) ( )det detA G  אך בהכרח ,( ) ( )adj A adj G=. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ד
  

1

פרק 7דטרמיננטות

76

76



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.il- לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון   –כתב ופתר  
 

)תהי   (15 )ijA a=   2מטריצה ריבועית מסדרn , כך ש-1ij

i i j
a

i j

=
=


. 

1לכל   ,i j n , :אז בהכרח מתקיים 

! .א 1A n= − 

 הפיכה.  A .ב

) .ג )adj A  .לא הפיכה 

4nאם  .ד )אז   ,= ) 214Adj A . 

 
4nמטריצה ריבועית מסדר   Aתהי   (16 . 

 הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות: 

)אם  .א ) 2rank A n= ), אז בהכרח  − ) 0adj A =. 

)סימטרית, אז בהכרח  -אנטיAאם  .ב )adj A סימטרית. - אנטי 

)אם  .ג ) 0adj A  .=0A, אז בהכרח  =

 
17) A   ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ -A   4ע"י הכפלת השורה הראשונה פי, 

 ע"י:  adjA- מתקבלת מ  adjBאז 

 . 4הכפלת השורה הראשונה פי  .א

 . 4הכפלת כל שורה פרט לראשונה פי  .ב

 . 4הכפלת העמודה הראשונה פי  .ג

 . 4הכפלת כל עמודה פרט לראשונה פי  .ד

 תשובה אינה נכונה. אף  .ה
 

)המקיימת    5מטריצה ריבועית מסדר  Aתהי   (18 )( 1 )Adj i A i− + =. 

)detחשב   )A. 

 
 .nמטריצה ריבועית מסדר   Aנתון כי   (19

 הוכח את הטענות הבאות:

) הפיכה   A .א )Adj A .הפיכה 

) .ב ) ( )
11 ( )Adj A Adj A
−− = 

)1 .ג ) | |nAdj A A −= 
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 תשובות סופיות 

1) 1
4 2 2 1

( ) ,
3 1 1.5 0.5

adj A A−
− −   

= =   
− −   

  

2) 1

8 1 3

( ) 5 1 2

10 1 4

adj A A−

− − 
 

= = −
 
 − 

 

3) ( ) 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0 0
,

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

adj A A−

− −   
   −

= =   − − −
   

− −   

 

 0.5 ב.  240 א.  (4

 הוכחה.   (5

 הוכחה.  (6

 הוכחה.  (7

 ג. לא הפיכה.  ב. לא ניתן לדעת.  לא ניתן לדעת.  .א (8

 ה. הפיכה.   ד. לא הפיכה. 

0kאם ורק אם   (9 =. 

 הוכחה.  (10

 הוכחה.  (11

 ד (12

 הוכחה.  (13

 ד (14

 ד (15

 הוכחה.  (16

 ד (17

18) 
5

22
−

 

 הוכחה.  (19
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 שימושי הדטרמיננטה

 שאלות

 : שקדקודיהחשב את שטח המקבילית א.    (1
  1 .(0,0), (5,2) , (6,5) , (11,6)  2 .( 1,0) , (0,5) , (1, 4) , (2,1)− − 

,(0,0,0):  שקדקודיוחשב את נפח המקבילון   .ב (1,0, 2), (1,2,4), (7,1,0)−. 

,3,3)מצא משוואת מישור העובר דרך הנקודות:   .ג 2), ( 1,3,1), (1,1, 1)− − −. 

,1):  שקדקודיוחשב את שטח המשולש   .ד 2), (3, 4), (5,8). 

 
 : בכל אחד מהסעיפים בתרגיל זה עליך להשתמש בדטרמיננטות. הערה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

3ג.   22ב.  14. 2א.  . 13 .1א. (1 4 2 0x y z− + +  2ד.        =
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1. משולש ישר זווית י 80
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 : ויתושולש ישר זמ

 סיכום כללי:

 הגדרות הפונקציות הטריגונומטריות:

 
 

  משפט פיתגורס:  .  

 
 שאלות:

/א את ערכו של  מצ (1 x :במשולשים ישרי הזווית הבאים 

  ג.     ב.       .א
  
 
 
 
 
 

 

    ה.        .ד
 
 
 
 
 

 

 שבציור הוא משולש   ABCהמשולש  (2

)ישר זווית   )B 90= . 

AD  הוא התיכון לניצבBC. 
C נתון: 28=  , 6  = ס"מAB.   
 .BADואת   ADאת  מצא

 

                          
sin

                          
cos

                          
tan

a

c

b

c

a

b







= =

= =

= =

  
 הניצב שמול הזווית

 היתר

 שליד הזוויתהניצב 
 היתר

 הניצב שמול הזווית
 הניצב שליד הזווית

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

B C  

D  

2 2 2a b c+ =

1
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 שבציור הוא משולש   ABCהמשולש  (3

)ישר זווית   )B 90=  .BD   הוא התיכון ליתר 

 .Aהוא חוצה הזווית  AE-ו
 .  BCס"מ =   BD , 8ס"מ =   5.6 נתון:
 .BAEואת    BEאת  מצא

 

 . ס"מ 18-ו  ס"מ  24 ין שאורכי אלכסוניווויותיו של מעומצא את ז  (4

 

   AC חסום במעגל כך שהצלע  ABCהמשולש  (5
 היא קוטר המעגל.  

 והמשך   Aהמשיק למעגל בנקודה  
 .Dנפגשים בנקודה  CBהצלע 
BD ,  DABס"מ=  4  נתון: 32= . 

 . מצא את אורכו של רדיוס המעגל

 

ס"מ מהבסיס נתון כי זווית  4- במשולש שווה שוקיים שבו השוק ארוכה ב (6
 . . מצא את שטח המשולש34.92הראש היא  

 

)משולש ישר זווית שבציור הוא  ABCהמשולש  (7 )B 90=  . 

Aנתון:   =  ,AB a=. 
 . את היקף המשולש a- ו הבע באמצעות  

 

 שבציור הוא משולש ישר  ABCהמשולש  (8

)זווית   )B 90= . 

AD  הוא התיכון לניצבBC. 
Cנתון:   =  ,AB b=. 

 את אורכי   b- ו הבע באמצעות  
 .AD-ו  BDהקטעים 

 

  .k ואורך חוצה זווית זו הוא אחת הזוויות החדות היא   תבמשולש ישר זווי (9
 . את שטח המשולש ואת אורך היתר k- ו הבע באמצעות  

 

 

 

A 

B C 

 D  

 E  

 

A 

B 

C 

 D  

A 

B C 

A 

B C  D  
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)הוא טרפז ישר זווית    ABCD טרפז (10 )B C 90= = . 

AG- כך ש BCנמצאת על השוק   Gהנקודה  DG⊥ . 
AG  נתון: DG m= = , BAG = . 

 . את שטח הטרפז m- ו הבע באמצעות  

 

)הוא ישר זווית    ABCהמשולש  (11 )A 90= . 

 הם בהתאמה גובה    AE-ו ADהקטעים 
 ליתר וחוצה זווית. 

DAEמסמנים:    , DE k= =. 

  - ו kבאמצעות  הבע  .א
 . ABCאת שטח המשולש 

   ABCחשב את שטח המשולש   .ב
30אם ידוע כי:   2k- ו = =. 

 

   F-ו  Eמסמנים את הנקודות  ABCDבמלבן  (12
  E- בהתאמה כך ש  BC- ו ABעל הצלעות  הנמצאות
3AEמקיימת:   BE= ו-F  היא אמצע הצלעBC . 

   .BEשווה לאורך הקטע   ADאורך הצלע 
  כך DE-ו EF  ,DFמעבירים את הקטעים 

 .DEFשנוצר במשולש 

 והבע   AEאת אורך הקטע   t- סמן ב  .א
 .DEFאת אורכי צלעות המשולש  tבאמצעות  

 .EDFחשב את זוויות המשולש  .ב

 

חוסם מעגל.  וזווית הבסיס שלו היא   kמשולש שווה שוקיים שאורך שוקו   (13

 . את רדיוס המעגל k- ו הבע באמצעות  

 

והזווית   bבטרפז ישר זווית חסום מעגל. אורך השוק הארוכה בטרפז היא   (14

 .   שהיא יוצרת עם הבסיס הגדול היא  

 את אורכו של הבסיס הגדול בטרפז ואת שטחו.  b- ו הבע באמצעות  

 

 

 

 

  

A B 

C  D  

G 

1
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 הערה: השאלות הבאות משלבות ידע בגיאומטריה ובטריגונומטריה יחד: 

   ABCDשל המקבילית  D- ו  A  ,Cדקודים ודרך הק  (15
 מעבירים מעגל. היקף המעגל חוצה את  

),  Eבנקודה   ABהצלע  )AE BE=.  

 הוא קוטר במעגל וכי   DCנתון כי 
 . Dחוצה את זווית  DEהמיתר 

 . Cחוצה את זוויות  CEהוכח כי המיתר   .א

 .R- רדיוס המעגל יסומן ב .ב
 . את היקף המקבילית Rבאמצעות  הבע 

16מצא את רדיוס המעגל אם ידוע כי שטח המקבילית הוא   .ג  סמ"ר. 3

 

 שמחוץ למעגל מעבירים   Aמהנקודה  (16
 .ACDוישר חותך   ABמשיק 

   BE-ו  BCמעבירים את המיתרים  
 אשר זהים באורכם. 

 .  DEכמו כן מעבירים את המיתר 
 . ABשונה מאורך המשיק  CEאורך המיתר 

 . הוא טרפז  ABECהוכח כי המרובע  .א

2הוכח כי:   .ב BEC EDC =. 

Aנתונים:   .ג 40=   ,6  = ס"מAC  ,9  = ס"מAB  ,8   = ס"מCE . 
 .ABECחשב את שטח המרובע  
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 :תשובות סופיות

15.665xא.  (1 8.114xב.    = 3.931xג.   = 40.005ד.  = =       .29.745ה = . 

2) BAD 43.24=    ,8.236 ס"מ  = AD. 

3) BAE 22.792=   ,3.294 ס"מ  = BE . 

4) 106.26  ,106.26   ,73.74  ,73.74. 

R  ס"מ 6.04 (5 =. 

Sסמ"ר   28.618 (6 =. 

7) 
1

1 tan
cos

P a 


 
= + + 

 
. 

8) BD=
2 tan

b


  ,

2
2

2
AD=

4 tan

b
b


+. 

9) 

2 2cos tan
2

2

k

S




=  ,
cos

2AC=
cos

k



. 

10) 
( )

2
sin cos

2

m m +
. 

א.  (11
2

2cos 2 tan

k
S

 
 סמ"ר.  24ב.      =

DEא.  (12 10 , EF 11.25 , DF 18.25t t t= = 81.86ב.    =  , 51  , 47.14  . 

13) cos tan
2

R k


=. 

14) ( )21
sin 1 sin

2
S b  = + , 

1
sin

1 2sin
2

tan
2

b

b





+. 

 ס"מ.  4ג.      6Rב.   א. שאלת הוכחה.   (15

 סמ"ר.  32.78ג.   ה.  ב. שאלת הוכח  שאלת הוכחה.  א.  (16
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פרק 9 - זהויות טריגונומטריות

תוכן העניינים

1. זהויות יסוד י 85

2. זווית כפולה י 89

3. מעגל היחידה י 92

4. סכום והפרש זוויות י 95

5. סכום והפרש פונקציות י 99

6. ערכי הפונקציות הטריגונומטריות עבור זוויות מיוחדות י 102
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 יסוד:זהויות 

 סיכום כללי:

 קשרים בין פונקציות
sin cos

tan  , cot
cos sin

 
 

 
= = 

2 2sin cos 1

tan cot 1

 

 

+ =

 =
 

 90-זוויות משלימות ל
( )cos sin 90 = − ( )sin cos 90 = − 

( )cot tan 90 = − ( )tan cot 90 = − 

2 קשרים בין פונקציות

2

1
cot 1

sin



+ = 2

2

1
tan 1

cos



+ = 

 

 :שאלות

 הוכחת זהויות יסודית: 

 הוכח את הזהויות הבאות תוך שימוש בזהויות היסוד: 

1) tan cos sin   = 2) 
2

2

1 sin
1

cos





−
= 

3) 
2

sin
tan

1 sin





=

−
 4) 

2 2 2sin 2cos 1 cos  + = + 

5) 
2 2sin sin

2
1 cos 1 cos

 

 
+ =

+ −
 6) ( ) ( )

2 2
sin cos sin cos 2   + + − = 

7) 
( )cos 90

tan
cos






−
= 8) ( ) ( )2 2sin 45 sin 45 1 +  + − = 

9) 2 21 tan 1 cos tan  +  − = 10) 
( )2

3

3

sin 1 cos
tan

cos

 




−
= 

11) 
( ) 3

3

sin 90 cos
cot

sin

 




− −
= 12) ( )2 2cos 1 tan 1 + = 

13) 
2

sin cos
cot

1 cos

 





=

−
 14) 

( )

3

3

sin
tan

sin 90 cos




 
=

− −
 

15) 
2 2 2 2tan sin tan sin   − = 16) 

2 2
2 2

2 2

1 2sin cos
tan cot

sin cos

 
 

 

−
= +


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 הוכחות מתקדמות:

21הוכח את הזהות הבאה:   (17 cos 1 cos
2 4cot

1 cos 1 cos

 


 

+ −
+ = +

− +
. 

 

הוכח את הזהות הבאה:   (18
2 2

1 tan 1 tan 2

1 tan 1 tan cos sin

 

   

+ −
+ =

− + −
. 

 

)הוכח את הזהות הבאה:   (19 )( ) ( )( )( )2cot tan cot tan 1 cot 1 tan 1 tan      − + = + + −. 

 

הוכח את הזהות הבאה:   (20
4 2 2

4

4 2 2

sin cos sin
cot

cos sin cos

  


  

+ −
=

+ −
. 

 

)הוכח את הזהות הבאה:   (21 )2 2 41 sin 1 cos cos  − + =. 

 

הוכח את הזהות הבאה:   (22
2

21 cos 1 cos
4 4cot

1 cos 1 cos

 


 

 + −
+ = +  − + 

. 

 

2הוכח את הזהות הבאה:   (23 2 2 2 2 2sin cos sin cos sin sin     − = −. 

 

הוכח את הזהות הבאה:   (24
tan tan

tan tan
cot cot

 
 

 

+
=

+
. 

 
 הבעת ביטויים וחישובים באמצעות זהויות יסוד:

sinנתון כי:   (25 cos k + = . 

 את ערכי הביטויים הבאים:  kהבע באמצעות  

sin .א cos . 

sin .ב cos −. 

tan .ג cot +. 

3 .ד 3sin cos +. 

 

נתון כי:   (26
5

sin
5

 = . 

2חשב את:  מבלי למצוא את   2tan 2cot −. 
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tanנתון כי:   (27 7 = . 

חשב את:  מבלי למצוא את  
7 sin 6cos

28 sin cos

 

 

+

−
. 

 

tan1חשב את ערך המכפלה הבאה:   (28 tan2 tan3 tan88 tan89    . 
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 תשובות סופיות:

 שאלת הוכחה.  (1

 שאלת הוכחה.  (2

 שאלת הוכחה.  (3

 שאלת הוכחה.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 ת הוכחה. שאל (8

 הוכחה.  שאלת (9

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 שאלת הוכחה.  (12

 שאלת הוכחה.  (13

 שאלת הוכחה.  (14

 שאלת הוכחה.  (15

 שאלת הוכחה.  (16

 שאלת הוכחה.  (17

 שאלת הוכחה.  (18

 ת הוכחה. שאל (19

 שאלת הוכחה.  (20

 שאלת הוכחה.  (21

 שאלת הוכחה.  (22

 שאלת הוכחה.  (23

 שאלת הוכחה.  (24

א.  (25
2 1

2

k −
22ב.    k ג.   −

2

2

1k −
)ד.   )23

2

k
k− 

26) 7.75 - 

27) 1 

28) 1 
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 זווית כפולה:

 סיכום כללי:

 נפתח זווית כפולה לפי הצורות הבאות: 

2 2 2 2

sin 2 2sin cos

cos 2 cos sin 2cos 1 1 2sin

  

    

=

= − = − = −
 

 שאלות:

 הוכח את הזהויות הבאות:  (1

4sin .א cos cos2 sin4   = ב. ( )
2

sin cos 1 sin 2  − = − 

) .ג )
2

sin 3 cos3 1 sin 6  − = 4 .ד − 4cos sin cos 2  − = 

 .ה
cos sin

2cot 2
sin cos

 


 
−  .ו =

2cos 2 2sin cos 2 1
cot 2

sin 4 2

  




−
= 

2 .ז 4 2cos 2 4sin 4sin 1  = − 4 .ח + 2cos 4 8cos 8cos 1  = − + 

 

3הוכח את הזהות:   (2 3sin sin 3
sin

4

 


−
  sin3ע"י כתיבה של   =

)לפי:   )sin 2 + בזהויות שנלמדו.   ושימוש 

 

3הוכח את הזהות:   (3 3cos cos3
cos

4

 


+
  cos3ע"י כתיבה של   =

)לפי:   )cos 2 +  .ושימשו בזהויות שנלמדו 

 

המקיימת:  תונה זווית חדה  נ (4
40

sin
41

  . מבלי להיעזר במחשבון חשב:  =

 .cos .א

 .tan .ב

 .sin2 .ג

 .cos2 .ד

tan .ה 2. 
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המקיימת:  נתונה זווית חדה   (5
5

tan
12

  . מבלי להיעזר במחשבון חשב:  =

 .sin .א

 .cos .ב

 .sin2 .ג

 .cos2 .ד

 

ברביע השני המקיימות:   ברביע הראשון וזווית   ית  נתונה זוו  (6
5

sin
13

 =  

cos- ו 0.8 =  חשב את הביטויים הבאים:  - ו . מבלי למצוא את  −

) .א )sin  +. 

) .ב )cos  +. 

) .ג )sin 2 +. 

 

sinכי   נתון (7 cos 1.2 + 0עבור   = 90   .  חשב אתsin2. 

 

פשט את הביטוי הבא:    (8
1 cos8

2

+
. 

 

ללא שימוש במחשבון, חשב את ערך הביטוי הבא:  (9
2

sin16 cos16

3 6sin 29

 

− 
. 

 

ללא שימוש במחשבון, חשב את ערך הביטוי הבא:  (10
2 2sin 78 cos 78

sin 66

− 


. 

 

שימוש במחשבון, חשב את ערך הביטוי הבא:  ללא (11
( )2

2

5tan15 1 2cos 15

1 tan 15

 − 

− 
. 
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 סופיות:תשובות 

 שאלת הוכחה.  (1

 שאלת הוכחה.  (2

 אלת הוכחה.  ש (3

א.  (4
9

41
ב.       

4
4

9
ג.       

720

1681
ד.        

1519

1681
−      

ה.  
720

1519
−     

א.  (5
5

13
ב.       

12

13
ג.        

120

169
ד.        

119

169
      

א.  (6
16

65
ב.       

63

65
ג.        −

123

845
−      

7) 0.44  . 

8) cos4. 

9) 
1

6
. 

10) 1. 

11) 1.25-  . 
 

 

 

 

1

פרק 9זהויות טריגונומטריות

91

91



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                       
 

 הגדרה וזהויות:  –מעגל היחידה 

 סיכום כללי:

 הגדרת מעגל היחידה: 

 מוגדר להיות    1מעגל קנוני שרדיוסו  •
 המעגל הטריגונומטרי. 

)הנקודות   • ) ( ) ( ) ( )0, 1  , 1,0  , 0,1  , 1,0−  מתאימות  −

270לזוויות של    , 180  , 90  , 0   . 

 

 

 הזהויות של המעגל הטריגונומטרי:

 טנגנס קוסינוס סינוס רביע

II

III

VI
 

( )

( )

( )

sin 180 sin

sin 180 sin

sin sina

 

 



− =

+ = −

− = −

  

  

 סימנים

   

 

 

 :  מעלות 360-זהויות עבור זווית הגדולות מ

 ניתן להוסיף או להוריד 'סיבובים' שלמים לזווית לפי: 

( )

( )

( )

( )

sin 360 sin tan 180 tan
   ,   

cos 360 cos cot 180 cot

k k

k k

   

   

+  = +  =

+  = +  =
 

 ר הסיבובים.  פהוא מספר שלם מציין את מס kכאשר  
 

  

( )

( )
( )

cos 180 cos

cos 180 cos

cos cos

o

o

 

 

 

− = −

+ = −

− =

( )

( )
( )

tan 180 tan

tan 180 tan

tan tan

o

o

 

 

 

− = −

+ =

− = −
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 :שאלות

 העבר את הביטויים הבאים לביטויים עם זווית ברביע הראשון.   (1
 :  אין צורך לחשב את ערך הביטוי

 cos150 .ב sin120 .א

 cot130 .ד tan160 .ג

sin .ה 215 ו. cos245 

cot .ח tan230 .ז 200 

 cos310 .י sin300 .ט

 

 הטריגונומטרי:חשב את ערכי הביטויים הבאים ע"י שימוש בזהויות המעגל   (2

 tan120 .ג cos210 .ב sin150 .א

 sin315 .ו tan225 .ה sin330 .ד

) .ח cos120 .ז )tan 30−  ט. ( )cos 45−  

) . יב cos930 . יא sin510 .י )tan 225−  

 

 חשב את ערכי הביטויים הבאים ללא שימוש במחשבון: (3

) .א )( )
2

sin 240 tan150 cos 60 + − . 

) .ב )28sin 150 tan135 2 sin135 cos 135 −   − . 

 .ג
( )

2cot 225
tan 210

sin 225 cos135


+ 

−  − 
. 

 

, הוכח כי אם   (4  ו -  :הן זוויות במשולש, אז מתקיים 

) .א )sin sin  + =. 

sin .ב cos
2 2

  + 
= 

 
 . 
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 תשובות סופיות:

−cos30ב.       sin60א.  (1     .גtan20−        .דcot50−       

−sin35ה.          .וcos65−       .זtan50         .חcot 20     

−sin60ט.        .יcos50     

א.  (2
1

2
ב.   

3

2
ד.    −3ג.   −

1

2
− 

ו.    1ה.  
2

2
ז.   −

1

2
ח.     −

3

3
− 

ט. 
2

2
י.    

1

2
יא.     

3

2
 −1יב.    −

ג.        −1ב.        1א.  (3
1 1

32
+. 

 שאלת הוכחה.   (4
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 סכום והפרש זוויות:

 סיכום כללי:

)סכום והפרש עבור   )sin   ו -( )cos    :יחושב לפי 

( )

( )

sin sin cos sin cos

cos cos cos sin sin

     

     

 = 

 =
. 

)סכום והפרש עבור   )tan   ו -( )cot   

( )

( )

tan tan
tan

1 tan tan

cot cot 1
cot

cot cot

 
 

 

 
 

 


 =

 =


. 

 הערה: 

)לזהויות עבור  מיוחדת התיאוריה אין התייחסות בסרטון  )tan   ו -( )cot  . 

 

 שאלות:

חשב את ערכי הביטויים הבאים תוך שימוש בזהויות של סכום והפרש זוויות   (1
 וללא שימוש במחשבון:  

 sin105 .ג sin15 .ב sin75 .א

) .ד )sin 15−  ה. cos75 ו. cos15 

) .ז )cos 105−  ח. cos165 ט. ( )cos 195−  

 

 חשב ללא שימוש במחשבון את ערכי הביטויים הבאים:  (2

sin65 .א cos25 sin25 cos65 +  . 

5cos50 .ב cos20 5sin50 sin20 +  . 
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 הוכח את הזהויות הבאות:  (3

) .א ) ( )sin 60 sin 60 3 cos  + + − =. 

) .ב ) ( )cos 45 cos 45 2 sin  − − + =. 

) .ג ) ( ) 2 2sin sin sin sin     +  − = −. 

 .ד
( )sin

tan tan
cos cos

 
 

 

−
− =. 

 

נתון:   (4
4 8

cos  , cos
5 17

 = ,- ו =    .זוויות חדות 

 חשב:  - ו מבלי למצוא את הערכים של  

) .א )sin  +. 

) .ב )cos  +. 

) .ג )tan  +. 

 

)הוכח את הזהות:   (5 ) ( )sin sin 2sin cos     + − − =. 

 

)הוכח את הזהות:   (6 )( )sin cos sin 2 cos2 sin3 cos     + + = +. 

 

tan7הוכח את הזהות:   (7 tan5 tan2 tan7 tan5 tan2     − − =. 

 

הוכח את הזהות:   (8
( )

( )

sin tan tan

cos 1 tan tan

   

   

− −
=

+ −
. 

 

וכח את הזהות:  ה (9
( )sin

cot cot
sin sin

 
 

 

−
− =. 

 

הוכח את הזהות הבאה:  (10

( )sin cos cos cos sin cos cos cos sin sin sin sin sin              + + − = + +. 
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sin65הוכח כי מתקיים:   (11 cos25 sin25 cos65 1 +   =. 

 

tan18הוכח כי מתקיים:   (12 tan27 tan18 tan27 1 + +  =. 

 

sin76נתון כי:   (13 m  .mבאמצעות   sin31. הבע את  =

 

 הן זוויות חדות.   - ו הזוויות   (14

נתון כי:  
( )2 3

tan
3

k

k


−
- ו =

( )2 1 3
tan

3

k


−
=. 

60הראה כי מתקיים:   + = . 

 

)היעזר בנוסחה:   (15 )
tan tan

tan
1 tan tan

 
 

 


 tanומצא את  = x ו -tan y   

)אם ידוע כי:   )tan 3x y+ = )- ו − )
1

tan
3

x y−  . הבחן בין שני מקרים.  =
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 תשובות סופיות:

א.  (1
6 2

4

+
ב.     

6 2

4

−
ג.       

6 2

4

+
ד.       

2 6

4

−
ה.      

6 2

4

−
 

ו.   
6 2

4

+
ז.       

2 6

4

−
ח.        

6 2

4

+
ט.      −

6 2

4

+
−        

ב.        1א.  (2
5 3

2
      

 אלת הוכחה.  ש (3

א.  (4
84

85
ב.       

13

85
ג.       −

6
6

13
− 

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

 שאלת הוכחה.  (9

 הוכחה. שאלת  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 שאלת הוכחה.  (12

 שאלת הוכחה.  (13

14) ( )22
1

2
m m− −. 

 שאלת הוכחה.  (15

או    2- ו 1 (16
1

2
 . -1 -ו −
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 סכום והפרש פונקציות טריגונומטריות: 

 סיכום כללי:

 להלן נוסחאות הסכום וההפרש של פונקציות טריגונומטריות: 

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

   
 

   
 

   
 

   
 

+ −
+ =

− +
− =

+ −
+ =

+ −
− = −

 

 הערה: 

 טנגנס ושל קוטנגנס בסרטון התיאוריה אין התייחסות לזהויות הסכום וההפרש של 
 עקב חוסר השימוש בהן בפתרון שאלות.  

 
 שאלות:

sin5הוכח את הזהות הבאה:  (1 sin3 2sin4 cos   + =. 

 

sin7הוכח את הזהות הבאה:  (2 sin2 2sin2.5 cos4.5   − =. 

 

cosהוכח את הזהות הבאה:  (3 cos5 2sin2 cos3   + =. 

 

cos5הוכח את הזהות הבאה:  (4 cos2 2sin3.5 cos1.5   − = −. 

 

sin3הוכח את הזהות הבאה:  (5 2sin2 cos sin   = −. 

 

)הוכח את הזהות הבאה:  (6 ) ( )2 2sin sin sin sin     − = + −. 

 

)הוכח את הזהות הבאה:  (7 ) ( )sin 2 2cos sin sin     + − + =. 

 

הוכח את הזהות הבאה:  (8
sin 5 sin

2cos
sin 4 sin 2

 


 

−
=

−
. 
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הוכח את הזהות הבאה:  (9
sin 7 sin 3

2sin
cos 4 cos6

 


 

−
=

+
. 

 

הוכח את הזהות הבאה:  (10
sin sin 2 sin 3

tan 2
cos cos 2 cos3

  


  

+ +
=

+ +
. 

 

הוכח את הזהות הבאה:  (11
2sin 4

tan tan 3
cos 4 cos 2


 

 
+ =

+
. 

 

פשט את הביטוי:   (12
2

1 cos cos 2 cos3

cos 2cos 1

  

 

+ + +

+ −
ומצא את ערכו מבלי להיעזר   

במחשבון אם ידוע כי  
5

sin
2 6


=. 

 

הן זוויות חדות המקיימות:   - ו נתון כי   (13
2 2

2
sin

mn

m n
 =

+
- ו 

2 2

2 2
sin

n m

m n


−
=

+
. 

90הראה כי:   + =  . 

 

 היעזר במעבר מכפל לסכום או הפרש   (14

cos6והוכח כי:   cos2 cos5 cos sin7 sin     − = −. 

 

 היעזר במעבר מכפל לסכום או הפרש   (15

sin4והוכח כי:   sin2 sin5 sin cos3 cos cos2      − + =. 

 

sin52.5חשב ללא מחשבון את ערך הביטוי הבא:   (16 sin7.5 . 

 

חשב ללא מחשבון את ערך הביטוי הבא:   (17
sin 35 sin 55

cos 40 cos 20 0.25

 

 −
. 

 

cos20חשב ללא מחשבון את ערך הביטוי הבא:   (18 cos40 cos80  . 

 

sin5חשב ללא מחשבון את ערך הביטוי הבא:   (19 sin25 sin35 sin55 sin65 sin85     . 
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 תשובות סופיות:

 שאלת הוכחה.  (1

 שאלת הוכחה.  (2

 שאלת הוכחה.  (3

 שאלת הוכחה.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

 שאלת הוכחה.  (9

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

12) 
7

9
−. 

 שאלת הוכחה.  (13

 שאלת הוכחה.  (14

 שאלת הוכחה.  (15

16) 
2 1

4

−
. 

17) 1. 

18) 
1

8
. 

19) 
1

64
. 

 

 

 

 

 

1

פרק 9זהויות טריגונומטריות

101

101



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                       
 

 ערכי הפונקציות הטריגונומטריות עבור זוויות מיוחדות:

 סיכום כללי:

 0 =  30 =  45 =  60 =  90 =  

sin 0 
1

2
 2

2
 

3

2
 1 

cos 1 
3

2
 

2

2
 

1

2
 0 

tan 0 
3

3
 1 3  

cot  3 1 
3

3
 0 

 

 הערות:

 למדנהּ בהמשך  ת   90-ו 0זוויות של   הפונקציות הטריגונומטריות עבורערכי   •
 אך ניתנו כעת כדי להשלים את תמונת ערכי הזוויות. 

ניתן לזכור את הטבלה ע"י כתיבה של שורת הסינוס לפי:   •
4 3 2 1 0

, , , ,
2 2 2 2 2

 

 אשר נותנים את הערכים של השורה הראשונה לאחר פישוט קל. 

 יש להפוך את הערכים ולבסוף יש לחלק כל זוג ביטויים   cos- עבור שורת ה

 .cotולסובב עבור ערכי   tanכדי לכתוב את ערכי  

 

 :שאלות

חשב ללא מחשבון את ערכי הביטויים הבאים תוך שימוש בערכי הפונקציות  
 הטריגונומטריות של זוויות מיוחדות:  

1) sin30 cos30+ . 

 

2) 
sin 30 cos30

sin 60

  


. 

 

3) 
sin 45

tan 45
cos 45


 +


. 
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4) 
1 cos 60

2sin 60

+ 


. 

 

5) 2 2cos 45 sin 30+ . 

 

6) 
2 2

2

tan 60 cos 30

cos 60

 


. 

 

7) 
2

tan 30 cot 60 cot 45 tan 45

1
4 sin 60

4

   −  

 
 − 

 

. 

 

8) 
427cot 60

sin 30 cos 45 tan 60



  
. 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

1) 
1 3

2

+
 

2) 
1

2
 

3) 2 

4) 
3

2 3
 

5) 
3

4
 

6) 9 

7) 
1

3
− 

8) 2 6 
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
ואלקטרוניקה

פרק 10 - משוואות טריגונומטריות

תוכן העניינים

1. משוואות הנפתרות עי טכניקה אלגברית י 104

2. משוואות הנפתרות עי שימוש בזהויות י 106

3. משוואות טריגונומטריות כלליות י 108

4. משוואות עם זוויות ברדיאנים י 111

5. משוואות עם תחום נתון י 115
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 משוואות הנפתרות ע"י טכניקה אלגברית:

 סיכום כללי:

 נעזר בטכניקה אלגברית בכדי להביא משוואה מורכבת לצורה של משוואה יסודית. 

 

 : טכניקות שכיחות

 הוצאת שורש ריבועי.  •

פירוק לגורמים )ע"י הוצאת גורם משותף, ע"י נוסחאות הכפל המקוצר וע"י   •
 פירוק טרינום(. 

 פתרון משוואה ריבועית.  •

 

 אלות:ש

 כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )טכניקה אלגברית(: 

1) 2 3
cos

4
x = 2) 2 1

sin
4

x = 

3) 2tan 2 3x = 4) sin cos3 0x x = 

5) 2sin 2 2sin 2 0x x− = 6) 22cos 3 cos 0x x+ = 

7) 22sin sin 1 0x x− − = 8) 23sin sin 2x x− = 

9) 26sin sin 1 0x x− − = 10) 2cos 2cos 3x x+ = 

11) 2tan 3tan 4 0x x− − = 12) 2tan 4 tan 1x x= − 

13) 
2

cos 1 0
cos

x
x

− + = 14) 
sin

0
cos 1

x

x
=

−
 

15) 
cos 2

0
tan 1

x

x
=

+
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 תשובות סופיות:

1) 1,2 3,430 360  , 150 360x k x k=  +  =  + . 

2) 1 2 3 430 360  , 150 360  , 330 360  , 210 360x k x k x k x k= +  = +  = +  = + . 

3) 1 230 90  , 30 90x k x k= +  = − + .  

4) 1 2180  , 30 60x k x k=  = + . 

5) 1 2 390  , 15 180  , 75 180x k x k x k=  = +  = + . 

6) 1 2,390 180  , 150 360x k x k= +  =  + . 

7) 1 2 390 360  , 210 360  , 30 360x k x k x k= +  = +  = − + . 

8) 1 2 390 360  , 41.8 360  , 221.8 360x k x k x k= +  = − +  = + . 

9) 1 2 3 430 360 , 150 360 , 19.4 360 , 199.4 360x k x k x k x k= +  = +  = − +  = + . 

10) 360x k= . 

11) 1 245 180  , 75.964 180x k x k= − +  = + . 

12) 1 275 180  , 15 180x k x k= +  = + .  

13) 360x k= . 

14) 180 360x k= + .    

15) 45 90  , 45 180x k x k= +   − + . 
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 :י שימוש בזהויות"משוואות הנפתרות ע

 :שאלות

 המשוואות הבאות )שימוש בזהויות יסוד(: כתוב את הפתרון הכללי של  (10

sin .א cosx x= ב. ( )sin cos 45x x= +  

22 .ג
cos sin

3
x x= 22 .דcos 3sinx x= 

2 .ה 1
sin cos

4
x x− 2 .ו = 2cos sin sinx x x− = 

2 .ז 2sin 2cos 1.5x x+ sin .ח = tan 0x x− = 

 

 כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )שימוש בזהויות ממעגל היחידה(: (11

sin .א sin3x x= cos2 .ב − cos3x x= − 

) .ג )sin 30 cosx x+  = ) .ד − )sin3 cos 180x x= − − 

 

 )חלוקה בקוסינוס(: כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות  (12

sin .א 2cosx x= 3 .בsin cosx x= 

4sin .ג 7cosx x= 2 .דsin 5cosx x= − 

2 .ה 2sin 8cosx x= 2 .ו 23sin cosx x= 

 

 כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )זהויות של זווית כפולה(: (13

sin .א sin2 0x x− 2 .ב = sin sin 2 0x x+ = 

4cos .ג sin2x x= 2 .דcos2 sin4 0x x+ = 

3cos .ה cos2 0x x− cos2 .ו = 2sinx x= 

sin .ז cos2 1x x+ 22sin .ח = cos 2 2x x= + 
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 תשובות סופיות:

45א.  (10 180x k= +      .22.5ב 180x k= +   

1,2ג.  60 360x k=  +     .1ד 230 360  , 150 360x k x k= +  = +   

1,2ה.   60 360x k=  +       .1ו 230 120  , 90 360x k x k= +  = − +  

1,2ז.  3,445 360  , 135 360x k x k=  +  =  +    .180חx k= . 

1א.  (11 290  , 90 180x k x k=  = − +    .1ב 2180 360  , 36 72x k x k= +  = +  

120ג.  180x k= +      .1ד 222.5 90  , 45 180x k x k= +  = + . 

63.43. א (12 180x k= +      .18.43ב 180x k= +  

60.25ג.  180x k= +      .68.19ד 180x k= − +   

1ה.   270.52 180  , 70.52 180x k x k= +  = − +    

1ו.   230 180  , 30 180x k x k= +  = − + . 

1א.  (13 2360  , 60 120x k x k=  = +    

1ב.   2,3180  , 135 360x k x k=  =  +     

90ג.  180x k= +    .1ד 245 90  , 135 180x k x k= +  = +  

1,2ה.   106.307 360x k=  +    .1ו 221.1 360  , 158.9 360x k x k= +  = +  

1ז.  2 3180  , 30 360  , 150 360x k x k x k=  = +  = +  

1ח.   2 3 460 360  , 60 360  , 120 360  , 240 360x k x k x k x k= − +  = +  = +  = + . 
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 משוואות טריגונומטריות כלליות: 

 סיכום כללי:

 : של משוואות טריגונומטריות )במעלות(כללי פתרון 

 להלן נוסחאות הפתרון של המשוואות הטריגונומטריות היסודיות  

 היא זווית נתונה/ידועה:   - הוא משתנה ו xכאשר  

 

 הפתרון  המשוואה

sin sinx = 
1 2360   ,  180 360x k x k = +  = − +   

cos cosx = 
1,2 360x k=  +   

tan tanx = 180x k= +   

cot cotx = 180x k= +   

 

 מספר שלם.   kכאשר  

 

 שאלות:

 (:  ת הסינוסיכתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )פונקצי (1

 .א
1

sin
2

x  .ב =
2

sin
2

x  .ג =
3

sin
2

x =  .ד −
1

sin
2

x = − 

 

 (:  ת הקוסינוסיכתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )פונקצי (2

 .א
1

cos
2

x  .ב =
3

cos
2

x = − 

 

 (:  ית הטנגנסיכתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )פונקצ  (3

 .א
1

tan
3

x tan .ב   = 1x = − 
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 (: כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )זווית כללית (4

sin .א 0.7x cos .ב = 0.6x = tan .ג − 5x =  

 

 (: כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )משוואות לא מסודרות (5

 .א
1

sin 3
2

x 2cos .ב = 2 3x = − 

tan5 .ג 1x = 3sin2 .ד − 2x = 

3cos3 .ה 1x 2tan .ו = 4 1x = 

 

 (:  כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )ארגומנט מורכב (6

) .א )
3

sin 2 30
2

x +  = ) .ב − )
2

cos 75 3
2

x − ) .ג = )tan 50 1.3x− = 

 

 (:  כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )פונקציות עם ארגומנטים שונים (7

sin .א sin3x x= ב. ( )sin 2 sin 30x x= +  

) .ג )sin sin 120x x= − ד. cos cos3x x= 

) .ה )cos cos 40x x= − ו. tan tan3x x= 

) .ז )tan 2 tan 60x x= − 

 

 (: כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )משוואות מיוחדות (8

sin .א 0x sin .ב = 1x = 

sin .ג 1x = cos .ד − 0x = 

cos .ה 1x cos .ו = 1x = − 

tan .ז 0x tan .ח = 1x = 
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 תשובות סופיות:

1א.  (1 230 360  , 150 360= +  = + x k x k  .1ב 245 360  , 135 360= +  = + x k x k 

ג. 
1 260 360  , 240 360= − +  = + x k x k  .ד

1 230 360  , 210 360x k x k= − +  = + . 

1,2א.  (2 60 360=   + x k    .1,2ב 150 360=   + x k. 

30א.  (3 180= + x k     .135ב 180= + x k. 

1א.  (4 244.427 360  , 135.573 360= +  = + x k x k  

1,2ב.  126.87 360=  + x k    .78.69ג 180= + x k. 

1א.  (5 210 120  , 50 120= +  = + x k x k   .1ב 275 180  , 75 180x k x k= +  = − +  

9ג.  36= − + x k     .1ד 220.9 180  , 69.09 180= +  = + x k x k 

1,2ה.   23.5 120=   + x k     .6.64ו 45= + x k. 

1א.  (6 2105 180  , 45 180= +  = − + x k x k  

1ב.  210 120  , 40 120= +  = + x k x k     .2.431ג 180= − + x k. 

1א.  (7 2180  , 45 90=  = + x k x k    .1ב 230 360  , 50 120= +  = + x k x k  

60ג.  180= + x k     .90ד= x k  

20ה.   180= + x k   .180וx k=    .20ז 60= + x k. 

=180א.  (8 x k   .90ב 360= + x k  .180ג 360= + x k 

90ד.  180= + x k   .360ה= x k    .180ו 360= + x k  

=180ז.  x k    .45ח 180= + x k. 
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 :עם זוויות ברדיאניםמשוואות 

 סיכום כללי:

 הגדרת הרדיאן: 

 להיות הזווית המרכזית   תזווית של רדיאן אחד מוגדר

 המתאימה לקשת שאורכה שווה לרדיוס המעגל. 

2Pהוא  שכן היקף מעגלרדיאנים על היקפו,  2 , תימצאנהRעבור מעגל שרדיוסו   R= . 

 

2- איור שלפניך ניתן לראות חלוקה של מעגל לב 6.28 =  
 קשתות אשר שוות לרדיוס המעגל.  

 של כל קשת כזאת שווה לרדיאן אחד,  הזווית 
 מרדיאן.    0.28- כאשר הזווית האחרונה שווה ל

 רדיאנים.  2מקבלים  

 
 

 שר בין רדיאנים למעלות:ק

)ברדיאנים(:  r)במעלות( לזווית   נוסחת מעבר מזווית   •
180

r 
 = . 

: (במעלות) ( לזווית  ברדיאנים) rנוסחת מעבר מזווית   •
180 r 


 =. 

 

 ברדיאנים:  ותמשוואות טריגונומטריפתרונות 

 להלן נוסחאות הפתרון של המשוואות הטריגונומטריות היסודיות  

 היא זווית ידועה הנתונה ברדיאנים:   - הוא משתנה ו xכאשר  

 הפתרון  המשוואה

sin sinx = 
1 22   ,  2x k x k    = + = − +  

cos cosx = 
1,2 2 =  +x k  

tan tanx = x k = +  

cot cotx = x k = +  

 

 שלם.  פר מס kכאשר  

1
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 שאלות:

 המר את הזוויות הבאות ממעלות לרדיאנים:   (1

 120 .ד 75 .ג 90 .ב 30 .א

 285 .ח 18 .ז 315 .ו 210 .ה

−15 .ט  80 .י−  510 . יא 390 . יב−  

 

 המר את הזוויות הבאות מרדיאנים למעלות:  (2

 1.5 .ד 4 .ג 2 .ב  .א

 .ה
1

2
 ו. 

4


 .ז 

6


 .ח 

1

18
 

 .ט
13

18
 י. 

19

12
 יא . 

1
1

6
 יב . 

1
2

4
 

 

 (: שונות )משוואות יסודיות אות הבאות בתחום שלידןפתור את המשוו (3

 .א
1

0 :   ,  2sin 3 1
3

x
 

= 
 

 .ב  0 :   ,  3 2cos 0x + = 

 .ג 0 : 2   ,  3 3tan 0
2

x
 −  .ד = 

2
0 :   ,  sin 2

4 2
x




 
− = 

 
 

 .ה
1

0 :   ,  4cos 2 0
2 3

x



   

+ − =  
   

 .ו 
5 5 2

:   ,  sin sin 2
18 18 3

x x
 


   
− = −  
   

 

) .ז )0 :   ,  5 5 tan 4 0.1 0
3

x



 

− − = 
 

: .ח    ,  sin 2 0.7
4 4 5

x
     

− − =  
   

 

 

 פתור את המשוואות הבאות בתחום שלידן )טכניקה אלגברית(: (4

2 .א 3
0 :   ,  sin

2 4
x

 
= 

 
:2 .ב    ,  16cos 2 1 0

8 8
x

  
− − = 
 

 

 .ג  20:   ,  2 tan 18 0x − : .ד =   ,  3sin cos 3cos 0
3 3

x x x
  

− + = 
 

 

:2 .ה  , sin 5sin cos 0
2 2

x x x
  

− − = 
 

 .ו   2:  , 2sin 5sin 2 0x x − − + = 

 .ז  2: 0  , 4cos 2 cos 1 0x x− − −  .ח =  20: 2  , tan 7 tan 10 0x x − + = 

1
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 פתור את המשוואות הבאות בתחום שלידן )שימוש בזהויות יסוד(: (5

0 .א  , sin cos
4

x x x



 

  = + 
 

 

0 .ב  , tan 4sinx x x  = 

20 .ג 2  , 2sin 3cosx x x  = 

 

 פתור את המשוואות הבאות בתחום שלידן )שימוש בזהויות ממעגל היחידה(: (6

 .א :  , sin sin
6

x x


 
 

− − = − 
 

 

 .ב 
2

0 :  , sin 2 cos 2
9

x x 
 

+ = − 
 

 

 .ג  ( )0:  , sin 4 cosx x = − − 

: .ד  , tan tan 2
2 2

x x
  

− = − 
 

 

 

 פתור את המשוואות הבאות בתחום שלידן )זהויות של זווית כפולה(:   (7

sin , 2 .א 2 cos 0x x x −   + = 

 .ב :  , cos4 1 3sin 2x x − + = 

2sin , 2 .ג cos 2 2
2 2

x x x
 

−   = + 

20 .ד  , cos4 sin 1x x x  + = 

 

  

1

פרק 10משוואות טריגונומטריות

113

113



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                         
 

 תשובות סופיות:

א.  (1
6


ב.   

2


ג.   

5

12


ד.   

2

3


ה.    

7

6


 

ו.  
7

4


ז.   

10


ח.    

19

12


ט.  

12


י.   −

4

9


− 

יא.  
17

6


יב.    

13

6


− . 

 90ה.   270ד.  720ג.  360ב.   180. א (2

 285י.   130ט.   10ח.    30ז.   45ו.  

 .405יב.   210יא.  

א.  (3
5

 ,  
18 18

x
 

ב.    =
5

6


=x  .ג

2


=x  .ד ,  

4 2
x

 
= 

ו.    x=0ה.  
2

9


=x  .0.0875ז=x    .0.224ח=x. 

א.  (4
3


=x  .ב   .0.398ג ,0.602 =x   .ד   

ו.    0,0.437=xה.  
5

 ,  
6 6

x
 

=  

, ז.   0.615
4

x


= − 0.352ח.    −  ,  0.437  ,  1.352  , 1.437x    =. 

א.  (5
8


=x  .0ב ,  0.42  ,  x  =   .ג

5
 ,  

3 3
x

 
=   

א.  (6
11

 ,  
12 12

x
 

= ב.     −
23 59

 ,  
72 72

x
 

=   

ג. 
5 9

 ,   ,   ,  , 
10 6 2 6 10

x
    

, ד.    =  0
3

x


= . 

, א.  (7  0.148  ,  0.852
2

x


 =  ב.   −
7 5 11

 ,   ,   , 
12 12 12 12

x
   

= −  

ג. 
3


= x      .0.38 , 0ד  ,  0.61  ,x   =. 
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 :תחום נתוןעם משוואות 

 סיכום כללי:

כדי למצוא את הפתרונות של משוואה טריגונומטרית בתחום נתון, נמצא תחילה  

ונבחר את הערכים שנמצאים   k-מכן נציב ערכים באת הפתרון הכללי שלה ולאחר 
 בתחום הנתון.  

 

 שאלות:

 מצא את כל הפתרונות של המשוואות הבאות בתחום הנתון לידן:  

1)  0 :180  , 8sin 4 0x  − =. 

2)   ( )90 :90  , sin 2 sin 60x x−   = + . 

3)   ( )90 :90  , 3cos 2 30 1 0x−   +  + =. 

4)   ( )0 :360  , cos 50 cosx x  − = −. 

5)  30 :30  , 2sin3 5cos3 0x x−   − =. 

6)   20 :180   ,  2cos 3 sin6 1x x  = +. 

7)  180 :180   ,  cos4 1 3sin 2x x−   + =. 

8)   2180 :180   ,  cos2 cos sin 0x x x−   + + =. 

 

 תשובות סופיות:

1) 30  ,  150x =  .  

2) 80  ,  40  ,  60x = −   .  

3) 39.736  ,  69.736x =  − . 

4) 115  , 295x =  .  

5) 22.733x = . 

6) 7.5  ,  37.5  , 67.5  ,  97.5  , 127.5  ,  157.5x =      .  

7) 165  ,  105  ,  15  ,  75x = −  −   . 

8) 138.19  ,  41.81  ,  90x = −  −   . 
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פרק 11 - מספרים מרוכבים
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3. חקירת משוואה ריבועית מרוכבת י 122

4. מישור גאוס והצגה קוטבית של מספר מרוכב י 123

5. נוסחת דה-מואבר למציאת שורשים של מספר מרוכב י 127

6. שאלות בסדרות עם מספרים מרוכבים י 129
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 : הגדרת המספר המרוכב 

 סיכום כללי:

 הגדרות כלליות:

1i ע"י הסימון: = z מספר מהצורה:מגדירים את ה − a bi= כמספר מרוכב בעל   +

 הם ממשיים.   b- ו a. המספרים  bוחלק מדומה   aחלק ממשי  

a  נקרא הרכיב הממשי שלz   ומסומן גם( )Re z  :מלשון(Real.) 

b   נקרא הרכיב המדומה שלz   ומסומן גם( )Im z  :מלשון(Imaginary .) 

 

 שאלות:

 :iרשום עם   (1

−1 .א −4 .ב  = −25 .ג = = 

−3 .ד −5 .ה = =  

 

 חשב: (2

i .א 2i .ב  = 3i .ג  = =  

4i .ד 5i .ה  = 17i .ו  = =  

 

 בעבור המספרים המרוכבים הבאים:  b- ו aרשום את ערכם של   (3

2 .א 5i+  3 .ב i−  ג. 
3 1

2 2
i−  

  0 .ו  −4 .ה  7i .ד

 

 לפי הדרישות הבאות: zכתוב מספר מרוכב   (4

) .א ) ( )Re 3 , Im 2z z= − =. 

) .ב ) ( )
2

Re Im
2

z z= =. 
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)מקיים:   zמספר מרוכב מסוים   (5 ) ( )Re Im 4z z+ )- ו = ) ( )Re Im 1z z− = −. 

 .zמצא את  

 

 תור את המשוואות הבאות: פ (6

2 .א 1x = 2 .ב  − 36 0x + 2 .ג  = 2 5 0x x− + =  

 

2פתור את המשוואה הבאה:    (7 1 0x x+ + =. 

 

2פתור את המשוואה הבאה:  (8 6 0z iz+ + =. 

 

1  נתון: (9 22 3  , 5 2z i z i= + =  :את ערכי הביטויים המרוכבים הבאים . חשב−

1 .א 2z z+ 1 .ב  = 2z z− 1 .ג = 2z z = 

 

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:   (10

) .א ) ( )2 6 1i i− + + ) .ב − )
1

4 4 3
2

i i
 

+ − + 
 

 

 .ג
1 3 1 3

2 2 2 2
i i

   
− − +      

   
) .ד  )5 3 2i− − 

) .ה )3 6i i− ) .ו + ) ( ) ( )2 3 2 7 5i i i+ − − + − 

 

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:   (11

) .א ) ( )1 4 8 2i i+   .ב −
2 2 1 3

2 2 2 2
i i

   
−  +      

   
 

) .ג ) ( )4 3 4 3i i−  ) .ד + )1i i − 

) .ה )2 3i i+  ו. ( )
2

5 1i − 
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1נתונים שני מספרים מרוכבים   (12 1 1z a b i= 2- ו + 2 2z a b i= + . 

1ידוע כי   2z z+   1הוא ממשי וכי 2z z−    .הוא מדומה 

 .2b- ו 1bוקשר בין   2a- ל 1aמצא קשר בין   .א

1הראה כי המכפלה   .ב 2z z   .היא ממשית 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

    .5iה.  3iד.      5iג.  2iב.        iא.  (1

  .iו.    iה.        1ד.       −iג.      −1.ב      iא.  (2

5a , 2 א. (3 b= 1a , 3 ב.      = b= = ג.      −
3 1

 , 
2 2

a b= = −    

7a , 0 ד. b= 0a , 4  ה.     = b= − 0a , 0ו.        = b= =  . 

3א.  (4 2z i= − ב.  +
2 2

2 2
z i= +. 

5) 1.5 2.5z i= +. 

xא.  (6 i=       .6בx i=      .1 ג 2  , 1 2x i i= + −. 

7) 
1 3 1 3

 , 
2 2 2 2

z i i= − + − −  . 

8) 2  , 3z i i= − . 

7א.  (9 i+      .3ב 5i− 16ג.       + 11i+    . 

1א.  (10 5i− ב.  +
1

1 3
2

i+  .3גi−  .2ד 2i+   .3ה 7i− 11ו.    + 7i− 

16א.  (11 30i+  .ב
6 2 6 2

4 4
i
 + −

+   
 

1ד.   −25ג.   i− − 

2ה.   3i− 24ו.   + 10i− −. 

1א.  (12 2 1 2 ,  b b a a= −  ב. הוכחה.    =

1
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 המספר הצמוד:

 סיכום כללי:

 צמוד קומפלקסי )מרוכב(:  

z  מספר מרוכבלכל  a bi= zוערכו:   z- קיים מספר צמוד המסומן ב  + a bi= −. 

 

 שאלות:

 רשום את המספר הצמוד של המספרים המרוכבים הבאים:  (13

2 .א 5i+  3 .ב i−  ג. 
3 1

2 2
i− 

 0 .ו −4 .ה 7i .ד

 

 חשב: (14

 .א
11 2

2

i

i

+

−
 .ב 

3 7

2 5

i

i

+

−
 .ג 

19 9

2 3

i

i

−

−
 

 

5נתון מספר   (15 2z i=  הביטויים הבאים: . חשב את ערכי −

 .א
1

z
 .ב 

3

z

z +
 .ג 

z i

z i

+

−
 

 

המספר   (16
3 4i

a i

+

−
 .aהוא ממשי טהור. מצא את   

 

1נתונים שני מספרים מרוכבים   (17 1 1z a b i= 2- ו + 2 2z a b i= + . 

1תוצאת החילוק  שהראה כי כדי 

2

z

z
1תהיה ממשית טהורה, צריך להתקיים:    1

2 2

a b

a b
=. 

 

3 פתור את המשוואה הבאה: (18 11 7z iz i− = −. 
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5 פתור את המשוואה הבאה: (19 4iz i+ =. 

 

 משתנים מרוכבים(: w- וzמערכת המשוואות הבאה )תור את פ (20
3 5 4

5 2 5 8

z iw i

iz w i

+ = −


− = +
 . 

 

 ממשיים:  b- ו aפתור את המשוואות הבאות שבהן   (21

2 .א 3 10a i bi− = 3 .ב  + 8 5 2 3a bi b ai i− + = − −  

 

2פתור את המשוואה הבאה:  (22 7 3z i iz z+ = + −. 

 

 : את ערכי המספרים המרוכבים הבאים חשב (23

5 .א 12i−  8 .ב 6i+  

 

 פתור את המשוואות הריבועיות הבאות:  (24

) .א ) 21 2 1 0i z z i− − + + =. 

) .ב ) ( )22 6 12 10 25 0i z i z i− + − + + − =. 

 

) פתור את המשוואה הבאה: (25 )2 2 1 6 15 0iz i z i− − + + =. 

 

2 פתור את המשוואה הבאה: (26 6 0z iz− + =. 
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 תשובות סופיות:

2א.  (13 5i−       .3ב i+      .ג
3 1

2 2
i+        .7דi−      .0ו.        −4ה  . 

4.א (14 3i+      .1ב i− 5ג.      + 3i+    . 

א.  (15
5 2

29 29
i+  .ב

11 3

17 34
i−  .ג

14 5

17 17
i+. 

16) 
3

4
a = −. 

 שאלת הוכחה.   (17

18) 4z i= −    . 

19) 4 5z i= +    . 

20) 2 3  , 5z i w i= − = +   .   

3a , 5 א. (21 b= = 1a , 2 ב.      − b= = −    . 

22) 
1 1

2
2 2

z i= − −  . 

)א. (23 )3 2z i=  )ב.       − )3z i=  +   . 

1,2א.  (24  , 1z i=   1,2.    ב 2  , 2 5z i i= − − −. 

25) 1 22 5  , 3z i z i= − − =    . 

26) 1 23  , 2z i z i= − =    . 

1
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 : חקירת משוואה ריבועית מרוכבת

 :שאלות

)  נתונה המשוואה הבאה: (27 ) ( )22 2 2 1 0mi z m i z− − + + = 

 למשוואה:  mמצא לאלו ערכים של הפרמטר המרוכב  

 יש פתרון יחיד.   .א

 אין פתרון.  .ב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

mא.  (27 i= 2m ב.     − i= −    . 
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 : מישור גאוס והצגה קוטבית של מספר מרוכב

 : סיכום כללי

, גודל הערך   aמייצג את   x- ע"י הצגתו במישור שבו ציר ה zניתן לאפיין מספר מרוכב 
 .z, גודל הערך המדומה של  bמייצג את   y- , וציר ה zהממשי של  

 מופיע באיור הסמוך.ו  מישור גאוסקרא  מישור זה נ

 

)במישור גאוס ניתן לאפיין כל נקודה ע"י הזוג:  ),a b 

)- או ע"י הערך המוחלט של המספר )מרחקו מ )0,0 ) 

 לרדיוס. והזווית שלו בין הקרן החיובית של הציר הממשי 

 הצמד הנ"ל מוגדר כהצגה קוטבית של מספר מרוכב 

)ויסומן:   ),R    :מספר מרוכב בהצגה קוטבית.

( )cos sin cos sin cisz R i R R i R    = +  = + =. 

 

 נוסחאות ומעברים: 

2מעבר מהצגה קוטבית לקרטזית )אלגברית(:  • 2  , tan
b

R a b
a

= + =. 

cosלקוטבית:   מעבר מהצגה קרטזית •  , sina R b R = =. 

2  ויחושב: zיסומן:   zגודל של מספר מרוכב   • 2z R a b= = +. 

 
 

 פעולות חשבון בהצגה קוטבית:

)כפל מספרים מרוכבים: • ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2cis cis cisz z R R R R    =  = +
 

. 

מרוכבים:חילוק מספרים  •
 

( )1 1 1 1
1 2

2 2 2 2

cis
cis

cis

z R R

z R R


 


= = −

 
. 
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 שאלות:

 אלגברית:   את המספרים המרוכבים הבאים בהצגה כתוב (28

 4cis330 .ג 6cis135 .ב  2cis60 .א

) .ד )4cis 30−  4 .הcis690 8 .וcis90 

 cis0 .ט cis180 .ח 3cis270 .ז

 

 הפוך להצגה קוטבית:  (29

+1  .א i 3 .ב − i ג. 
1 3

2 2
− − i  

3 .ד 4+ i  6 .הi  ו. −i  

  1 .ט  −1 .ח  4 .ז

    0 .י

 

 : את ערכי הביטויים הבאים חשב (30

2cis120 .א 3cis60  ב. ( )cis210 5cis 40 −  

 .ג
12cis315

3cis90




 .ד  

1

2cis40
  

6cis30 .ה 2cis210+   

 

cisz  נתון המספר המרוכב (31 R =  הבע באמצעות .R ו -  :את המספרים 

/1 .ב  z .א z  ג. z−  

 .ד
1

z
z .ו iz .ה − z 

 

 הראה כי המספרים הבאים הם ממשיים טהורים: (32

z .א z+      .בz z   .ג
z z

z z
+ 

 

 טהורים:הראה כי המספרים הבאים הם מדומים  (33

2 .א 2z z−      .ב
1 1

z z
− 

1
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 :את הטענות הבאות וכחה (34

z  .א i z z iz− = ב.   +
2

z z z =  

 

במישור גאוס אם  2דקודיו של ריבוע החסום במעגל קנוני שרדיוסו  מצא את ק (35
 ידוע שצלעותיו מקבילות לצירים.

 

1ריבוע חסום במעגל קנוני במישור גאוס. אחד מקודקודי הריבוע הוא   (36 3i+ . 

 דקודיו האחרים.מצא את ק

 

 משולש שווה צלעות חסום במעגל קנוני במישור גאוס.   (37

1אחד מקודקודי המשולש הוא   3i+דקודיו האחרים. . מצא את ק 

 

חסום במעגל קנוני במישור   30משולש שווה שוקיים, שזווית הבסיס שלו היא   (38

1דקוד הראש של המשולש הוא  גאוס. ק 3i+דקודיו האחרים. . מצא את ק 

 

39) z  גאוס הנמצא מחוץ למעגל היחידה. הוא מספר מרוכב במישור 
 קבע אם המספרים הבאים נמצאים בתוך מעגל היחידה, עליו או מחוץ לו:

 .ב z .א
1

z
 .ג 

z

z
z .ד  z 
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 תשובות סופיות:

1א.  (28 3i+      .3ב 2 3 2i− 2ג.        + 3 2i−       .2ד 3 2i−     

2ה. 3 2i−   .8וi     .3זi−     1ט.     -1.ח .     

      5cis53.13 ד.      cis240ג.        2cis330 ב.       2cis45.א (29

    cis180ח.        4cis0ז.      cis270ו.      6cis90  ה.

 .   0י.       cis0ט. 

) ד.       4cis225 ג.       5cis170 ב.       −6 א. (30 )
1

cis 40
2

−       

 .   4cis30ה.  

) א. (31 )cisR −     .ב ( )
1

cis
R

−     .ג ( )cis 180R +      

) ד. )
1

cis 180
R

+        .ה  ( )cis 90R +       .2וR   . 

 שאלת הוכחה.  (32

 שאלת הוכחה.  (33

 שאלת הוכחה.   (34

35) 1  , 1  , 1  , 1i i i i+ − + − − −    . 

36) 3  , 1 3  , 3i i i− + − − −  . 

37) 1 3  , 1 3  , 2i i+ − −    . 

38) 1 3  , 1 3  , 2i i+ − +    . 

       ג. על המעגל     ב. בתוך המעגל   .  א. מחוץ למעגל (39
 ד. מחוץ למעגל.    

1
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 : מואבר למציאת שורשים של מספר מרוכב-נוסחת דה

 סיכום כללי:

 מואבר:  -משפט דה

)נעזר בקשר:   nבחזקת   zמספר מרוכב כדי להעלות   ) ( )cis cis
n nR R n =. 

 

 שורשים של מספר מרוכב: 

0השווה למספר מרוכב אחר   zי של מספר מרוכב  -nכדי להוציא שורש   0 0cisz R =

0נבצע:  
0 0 0 0

2
cis /     cis  :  1n n n

k

k
z z R z R k n

n n

 


 
= =  =  +   

 
. 

 

 שאלות:

 : מואבר-את ערכי הביטויים הבאים תוך שימוש בנוסחת דה חשב (40

) .א )
3

2cis30  ב. ( )
5

2cis14 ג. ( )
4

1 i+  

) .ד )
3

3 i− ה. 

12

1 3

2 2
i

 
− +  
 

  

 

 פתור את המשוואות הבאות:  (41

2 .א 36cis120z =  ב. ( )
24 9cis80z =   5 .ג 1 3

2 2
z i= +  

 

 . 4מצא את סכום ומכפלת שורשי היחידה מסדר  (42

 

zנתון המספר המרוכב   (43 x iy= +. 

2zמצא את המקום הגאומטרי במישור גאוס המתקבל בעבור המשוואה:   =. 
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zנתון המספר המרוכב   (44 x iy= + . 

3מצא את המקום הגאומטרי במישור גאוס המתקבל בעבור המשוואה:   5z i− =. 

 

zנתון המספר המרוכב   (45 x iy= . מצא את המקום הגאומטרי במישור גאוס  +

1 המתקבל בעבור המשוואה: 3z i z i i+ + + = +. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 .    1ה.      −8iד.        -4 ג.      32cis70ב.         8iא.  (40

0.א (41 16cis60  , 6cis240z z=  =  . 

0ב.  1 2 33cis40  , 3cis130  , 3cis220  , 3cis310z z z z=  =  =  =     . 

0ג.  1 2 3 4cis12  , cis84  , cis156  , cis228  , cis300z z z z z=  =  =  =  =     . 

 .    1-, מכפלה:  0סכום:  (42

43) 2 2 4x y+ =    . 

44) ( )
22 3 25x y+ − =    . 

45) 
2 22 2

1
3 5

x y
+ =  . 
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 :עם מספרים מרוכבים סדרותבשאלות 

 שאלות:

  בסדרה חשבונית האיבר השביעי הוא (46
7 13 3a i=  והאיבר השלישי   +

  הוא
3 5 9a i=  האיברים הראשונים בסדרה. . מצא את סכום עשרת −

 

5  בסדרה הנדסית האיבר החמישי הוא  (47 32 16a i= 2  והאיבר השני הוא  + 2 4a i= − . 

מצא את האיבר הראשון בסדרה ואת מנת הסדרה, אם נתון שמנת הסדרה   .א
 היא מספר מרוכב הנמצא על הציר המדומה במישור גאוס. 

 האיברים הראשונים בסדרה. מצא את סכום חמשת   .ב
 

 . 2נתונים שלושה איברים סמוכים בסדרה הנדסית. האיבר הראשון ביניהם הוא  (48

מתקבלים שלושה איברים סמוכים   4iנתון כי אם מוסיפים לאיבר השלישי  
 מצא את שלושת איברי הסדרה ההנדסית )שתי אפשרויות(.  בסדרה חשבונית.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

46) 10 100 15S i= −    . 

1 .א (47 2  , 2a i q i= + = 5ב.      − 20 25S i= +    . 

48) 2 , 2i , 2−  4 , 2  או 2  , 6 8i i− −    . 
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 מספרים מרוכבים:שאלות שונות עם 

 שאלות:

)  פתור את המשוואה: (49 )
2

2 4 Imz z z i i z− + = − − +. 

 

פתור את המשוואה:  (50
2 12 3 13x x i− −− =. 

 

3zפתור את המשוואה:    (51 z=. 

 

הוכח: אם מקדמי משוואה ריבועית הם מספרים ממשיים ואין למשוואה פתרונות   (52
 פתרונות המשוואה הם שני מספרים צמודים. ממשיים אז 

 

 נתונים שני מספרים מרוכבים שאינם ממשיים טהורים.  (53
 הוכח: אם סכום המספרים ממשי ומכפלתם ממשית אז המספרים צמודים.

 

 , שאינו ממשי טהור ואינו מדומה טהור. zנתון מספר מרוכב   (54

הוכח כי אם  
1

z
z

 על מעגל היחידה.  zממשי אז   −

 

):הבאה   הוכח את הנוסחה (55 )1 1 2 2 1 2 1 2cis cis cisR R R R    = +
 

. 

 

56) z   ראשון. ההוא מספר מרוכב על מעגל היחידה ברביע 

4  נתון: 3 2 3z z− = )מצא את   .− )arg z. 

 

57) z   .הוא מספר מרוכב על מעגל היחידה 

zמצא את ערך הביטוי   iz+ .אם ידוע שהוא ממשי , 
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58) 1z 2- וz  :2הם פתרונות המשוואה הבאה 2cos 1 0z z−  + =. 

1  את גודל הזווית   הבע באמצעות 2Oz z  (O  ראשית.)הצירים 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

49) 1 23 4  , 3 4z i z i= − = − −    . 

50) 2 , 1x = −    . 

51) 1 2 3 4 50 ,  ,  , 1 , 1z z i z i z z= = = − = = −  . 

 שאלת הוכחה.   (52

 שאלת הוכחה.   (53

 שאלת הוכחה.   (54

 שאלת הוכחה.   (55

56) ( )arg 30z = . 

57) 2 , 2z iz+ = −. 

58) 2. 

1
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
ואלקטרוניקה

פרק 12 - הפונקציה הממשית

תוכן העניינים

1. מושג הפונקציה  י (ללא ספר)

2. הפונקציה הלינארית  י (ללא ספר)

3. הפונקציה הריבועית  י (ללא ספר)

4. הפונקציה המעריכית והלוגריתמית  י (ללא ספר)

5. הזזות ושיקופים של פונקציות  י (ללא ספר)

6. פתרון תרגילי הפרק י 132

7. תרגול נוסף בתחום הגדרה  י (ללא ספר)

8. קבוצות ופונקציות - מבט לעומק  י (ללא ספר)
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 www.GooL.co.il-היכנסו ללפתרון מלא בסרטוני וידאו  

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 ממשיתהפונקציה ה

 שאלות:

 מצא את תחום ההגדרה של הפונקציות הבאות: (1

3 .א 2 4 1y x x x    ב. 
2

1

4
y

x



 

 .ג
2

4 1

1

x
y

x





 .ד 

3

1
y

x x



 

 .ה
2

2 2

x
y

x x


 
4y .ו  x  

2 .ז 2y x x   3 .ח 2 1y x x   

 .ט
1

1
y

x



 .י  2ln 2y x x   

 .יא
1

log
log

y x
x

  יב. 
2 1x xy e   

 .יג log 4xy x  יד.  tan 10y x 

 .טו cot 4y x טז.  arctan 4y x  

 .יז arcsin 4y x  יח.  arccos 1y x  

 

נתונות הפונקציות הבאות:  (2     24
 , , 4h x g x x f x x

x
   . 

 חשב את הפונקציות המרוכבות הבאות:

 .א  1f g ב.    5h g f ג.   f g x 

 .ד  h f x ה.   h f x ו.   h h x 

 

נתון:  (3 
2

1

x
f x

x





 חשב .  f f x 3 עבורx .  
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 נתון: (4   
3 5

2 7

x x
f x g x

x x

 
 

 
חשב  .     f g x g f x 8 עבורx .  

 

נתון:  (5
 

 

2 7

ln

f x x x

g x x

 


. חשב   f g x  2עבורx e . 

 

 נתון: (6   2 lnxf x e g x x .  חשב  f g x 2 עבורx .  

 

נתון:  (7   
2

1
3 40

,
3 4

0

x xx
f x g xx

x x
x x


  

  
 

 חשב .     ,f g x g f x.  

 

בתרגילים הבאים הוכח שהפונקציה הנתונה היא חח"ע בתחום הגדרתה ומצא  (8
 את הפונקציה ההפוכה לה. בנוסף, מצא את התמונה של הפונקציה. 

 .א 
1

3

x
f x


 ב.  

1x
f x

x


 

 .ג 
3 2

2

x
f x

x





 .ד   2 4 , 0f x x x   

 

 בתרגילים הבאים, בדוק האם הפונקציה היא חח"ע.  (9
 מצא את התמונה של הפונקציה: ,בנוסף

 .א 
1

f x x
x

  ב.   2f x x x  ג.   21f x x  

 

 הבאים, בדוק האם הפונקציה היא חח"ע,  בתרגילים (10
 מצא את הפונקציה ההפוכה ואת התמונה של הפונקציה. ,אם כן

 .א 
1

1
f x

x



 .ב 

2 3

2 1

x
y

x





 .ג  

3
2 1

2 1

x
f x

x

 
  

 
 

 

 נתונה (11 
2

1

x
f x

x





 האם הפונקציה היא חח"ע? .

 הפונקציה.מצא את התמונה של 
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 מצא איזה מבין הפונקציות הבאות הן אי זוגיות ואיזה זוגיות: (12

34y .א x 4 .ב 10y x x  1 .גy  

 .ד
1

y
x

 2 .ה 2siny x x  2 .וxy  

2lny .ז x x  ח. sin cosy x x   

 

 מצא את המחזור של כל אחת מן הפונקציות הבאות: (13

2siny .א x ב.  5 3sin 4 1y x   

tan .ג
3

x
y  2 .דsiny x 

 

 ושרטט את גרף הפונקציה:  1רשום כל אחת מהפונקציות הבאות כפונקציה מפוצלת (14

2y .א x  3 .ב 1y x  

2 .ג 2 1y x x   ד. 
x

y
x

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

2xב.   .xא. כל  (1       ג. כלx.  .0,1ד, 1x     

,2ה.  1x    .4וx      .1 , 2זx x    ח. כלx .  

1ט.  1x     .1 , 2יx x   .1 , 0יאx x   יב. כל x. 

1x , 0יג.  x    .יד
20 10

k
x

 
   .טו

4

k
x




 
  . xכל  טז.  

3יז.  5x   .2 יח 0x   

                                           
 נקראת גם: פונקציה "מפוצלת", "מוטלאת", פונקציית "תפר" או פונקציה "לפי מקרים".  1
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2ג.   4ב.   -3א.  (2 4x  .ד
4

4x  
8xה.    .וx   

3) 3 4) 
69

13
 5) 10- 6) 4 

7)   

2

2

3 2

3 2 0

1 1
3 0

4

1 1
3

4

x x

x x

g f x x
x

x
x

  


  


    






 ,  

 
2

1

3 4

1

3 0 4

3 0

x x

f g x
x x

x x


  



 
 






 

א.  (8 1 3 1f x x   כל ,y.   .ב 1 1
1 , 

1
y f x

x

 


 

ג.  1 2 2
, 3

3

x
f x y

x

 
 


ד.    1 4 , 4f x x y     

2yא. לא.  (9    2אוy    .ב. לא
1 1 1

, 0
2 4 4

y x x      

0 ג. לא. 1y  

א. כן.  (10 1

2

1
1 0 , 0f x x y

x

     2.3. לא. בy  1.3אוy   

. כן. ג 1

3

1 1
, 1

21
f x y

x

   


 

6לא.  (11

3
y  

 .6,7כלליות:  . 1,4זוגית:  -אי   .2,3,5,8זוגית:  (12

ב.   2א.  (13
2


 ד.    3ג.  

א.  (14
2 2

2 2

x x
y

x x

 
 

 
ב.   

3 3 1

3 3 1

x x
y

x x

  
 

   
 

ג. 
2

2

2 2 1

2 2 1

x x x
y

x x x

   
 

  
ד. 

1 0

1 0

x
y

x


 

  
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
ואלקטרוניקה

פרק 13 - גבול של פונקציה

תוכן העניינים

1. הסבר כללי  י (ללא ספר)

2. הצבה י 136

3. צמצום י 137

4. הכפלה בצמוד י 138

5. גבולות טריגונומטריים י 139

6. פונקציה שואפת לאינסוף י 140

7. איקס שואף לאינסוף י 141

8. הגבול של אוילר י 143

9. כלל הסנדויץ י 144

10. גבול של פונקציה מפוצלת י 145

11. גבול לפי הגדרה י 146
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 הצבה

   השאל

 :ד-אבסעיפים חשב את הגבולות  

2 . א

4
lim 1
x

x x
→

+  .ב +
10

1lim
2x

x
x→

+
+

 

 . ג
1

lim 3
x

x
+→

 .ד +
100

lim 20
x→

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

11ב.  21א. 
12 

 02ד.   2ג.    
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 צמצום

 שאלות 

 : 9-1בשאלות חשב את הגבולות 

1( 
2

23

6lim
9x

x x
x→

− −
−

 2( 
2

25

2 50lim
2 3 35x

x
x x→−

−
+ −

 

3( 
7

1
lim

1x

x x
x→

−
−

 4( 
1

lim
1

n

x

x x
x→

−
−

 

5( 
2

21
2

2 5 2lim
6 5 1x

x x
x x→

− +
− +

 6( 
4

2

16lim
2x

x
x→

−
−

 

7( 
3

1

1lim
1x

x
x→−

+
+

 8( 
3

3

27lim
3x

x
x→

−
−

 

9( 
2

3 24

16lim
4 4x

x
x x x→

−
− + −

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1( 5
6

 2( 10
8.5

 3( 6 4( 1n − 5( 3 - 

6( 32 7( 3 8( 27 9( 8
17
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 הכפלה בצמוד

 שאלות 

 : 8-1בשאלות חשב את הגבולות 

1( 
1

1lim
1x

x
x→

−
−

 2( 
3

3lim
1 2x

x
x→

−
+ −

 

3( 
3

3 6lim
2 6x

x
x→

− +
−

 4( 
2

21

2 2lim
1x

x x
x→

+ + −
−

 

5( 
4

2 1 5lim
4x

x x
x→

+ − +
−

 6( 
1

2 3 1lim
1 2 1x

x
x→

− +
− −

 

7( 
3

1

1lim
1x

x
x→

−
−

 8( 
2

22

5 3lim
2x

x
x x x→−

+ −

+ + +
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1( 1
2

 2( 4 3( 1
12

− 4( 3
8

 

5( 1
6

 6( 3
4

 7( 1
3

 8( 8
3

− 
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 גבולות טריגונומטריים

 שאלות 

sin(היעזר בגבול הטריגונומטרי  1-9בשאלות חשב את הגבולות 
0

lim 1x
xx→
=:( 

1( ( )
0

sin 3
lim

4x

x
x→

 2( ( )
( )0

sin 3
lim

sin 4x

x
x→

 

3( 
0

coslim
sin 2x

x x
x→

 4( 20

1 coslim
x

x
x→

− 

5( 30

tan sinlim
x

x x
x→

− 6( 
0

1 sin coslim
x

x x
x→

+ − 

7( ( )
40

1 cos 1 cos
lim
x

x
x→

− −
 8( 30

3sin sin 3lim
x

x x
x→

− 

9( 20

1 coslim
x

x
x→

−  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

1( 3
4

 2( 3
4

 3( 1
2

 4( 1
2

 5( 1
2

 

6( 1
2

 7( 1
8

 8( 4 9( 1
4
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 פונקציה שואפת לאינסוף

 שאלות 

 : 12-1בשאלות חשב את הגבולות 

1( 
2

0

4lim
x

x
x→

+ 2( ( )2

2

1
lim

2x

x
x→

−
−

 

3( 
( )

2

22
lim

2x

x
x→

−

−
 4( 

( )( )
2

2

1lim
2 5x

x
x x→

−
− −

 

5( 
0

lnlim
x

x
x+→

 6( ( )
2

1lim ln 2
2x

x
−→
− − 

7( ( )( )2

0
lim ln 2ln 3
x

x x
+→

+ − 8( 
1

0
lim x
x

e
→

 

9( 10

1lim
1 2

x
x

+→
+

 10( 10

1lim
1 2

x
x

−→
+

 

11( 10

1lim
1 2

x
x

→
+

 12( 
0

lim ln cot
x

x x
+→

⋅ 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 תשובות סופיות 

1( φ 2( φ 3( −∞ 4( φ 
5( −∞ 6( ∞ 7( ∞ 8( φ 
9( 0 10( 1 11( φ 12( −∞ 
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x שואף לאינסוף 

 שאלות 

 : 26-1בשאלות חשב את הגבולות 

1) ( )
ln

lim
x

x

x
e−

→
 2) lim arctan x

x
x e

→−
+ 

3) 
2

2

4 2
lim

1000x

x

x x→

+

+
 4) 

4 2

3

2 6
lim

3 10x

x x

x x→−

+ +

+
 

5) 
4 2

5

2 6
lim

3 10x

x x

x x→

+ +

+
 6) 

2 5 6
lim

2 10 2x

x x x

x→

 − +
− 

+ 
 

7) 
2 1

lim
x

x

x→

+
 8) 

2 1
lim
x

x

x→−

+
 

9) 
6

3 2

9 5
lim

2 1x

x x

x x→−

−

− +
 10) 

3 4 2 6

3 4

2 6 27
lim

3 10 4x

x x x

x x x→

+ + +

+ +
 

11) 
2 3 3

lim
4 1 5 1x

x x

x x→

+ − −

+ − −
 12) 

1

4 2 3

16 4
lim

2 2

x x

x xx

+

+ +→

+

+
 

13) 

1

2

4 2 3

16 4
lim

2 2

x
x

x xx

+

+ +→−

+

+
 14) 

1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

x x

x xx

+

+→

 +

+
 

15) 
1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

x x

x xx

+

+→−

 +

+
 16) 

2

2

4 2
lim

1000x

x

x x→

+

+
  

17) 
3

3 2

3 5 1
lim ln

2 1x

x x

x x→

 − −
 

− + 
 18) 

4 22 6
43 10lim

x

x x

x xe
→

+ +

+ 

19) 
4 2

5

2 6
lim sin

3 10x

x x

x x→−

 + +
 

+ 
 20) 5

1
lim

2x

ax

bx→

+

+
 

21) ( )2lim 5
x

x x x
→

+ − 22) ( )2lim
x

x kx x
→

+ − 

23) ( )2lim 1
x

x x x
→

+ + − 24) ( )2lim 1
x

x x x
→−

+ + + 

25) ( )4 2 2lim 1
x

x x x
→

+ + − 26) ( )2 2lim
x

x ax x bx
→

+ − + 
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 תשובות סופיות 

1) 0 2) 
2


− 3) 4 4) − 

5) 0 6) 5 - 7) 1 8) 1 - 

9) 3 - 10) 1.5 11) 
1 3

2 5

−

−
 12) 

1

4
 

13) 0 14) 4 15) 
1

9
 16) 2 

17) ln3 18) 
1

3e 19) 0  

0bאם  (20  :5lim
a

b
=

 
0b , 0. אם a=  :  :0 , 0. אםb a=  :−. 

21) 2.5 22) 
2

k
 23) 

1

2
 24) 

1

2
− 

25) 
1

2
 26) 

2

a b−
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 הגבול של אוילר

 שאלות 

 : 9-1בשאלות שב את הגבולות ח

) :עזר בגבול של אוילר י(ה ) ( )
1

1
0

lim 1 lim 1x x
xx x

x e
→∞ →

+ = + =:( 

1( 1lim 1
2

x

x x→∞

 + 
 

 2( 2
1lim 1

x

x x→∞

 + 
 

 

3( 2lim
x

x

x
x→∞

+ 
 
 

 4( 
2 1

2
1lim 1

x

x x

−

→∞

 − 
 

 

5( 2 3lim
2 3

x

x

x
x→∞

+ 
 − 

 6( ( )
1

0
lim 1 sin x
x

x
→

+ 

7( 
242

2
1lim
4

x

x

x x
x x→∞

 + +
 + + 

 8( 
102

2
4 1lim

2

x

x

x x
x x→∞

 + +
 + + 

 

9( 1lim 1 tan
x

x x→∞

 + 
 

  

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1( 
1
2e 2( 1 3( 2e 4( 1e− 5( 3e 

6( e 7( 12e− 8( 30e 9( e  
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 כלל הסנדוויץ'

 שאלות 

 : 10-1בשאלות חשב את הגבולות 

1) 
sin

lim
x

x

x→
 2) 

( )cos 2 1
lim
x

x

x→

+
 

3) 
3 sin

lim
4 cosx

x x

x x→

+

+
 4) 

2

2

3 sin 2
lim

cos3x

x x x

x x→

+ +

+
 

5) 
0

1
lim sin
x

x
x→

 
  

 
 6) ( )2 2

0
lim cos ln
x

x x
→

 

7) 
( )

( )

3 arctan 2 3
lim

4 arctan lnx

x x

x x x→

+ −

+ −
 8) lim 2 3 4x x x x

x→
+ + 

9)  
1

lim
x

x
x→

 10)  
0

1
lim
x

x
x+→

 

z:נתונה פונקציה  (11 המקיימת   ,→
2

lim ( ) 4
x

z x
→

=, 

f: ונתונה פונקציה )המקיימת   ,→ )
2

4 ( ) ( ) ( )z x f x z x ,   לכלx . 

חשב את הגבולות הבאים:

( )( )
( )2 2

2 2 2

cos ( )
lim ( ) , lim tan( ( )) , lim , lim
x x xx

z x
f x z x z x x

x→ → →→−
− 

 
 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0 2) 0 3) 
3

4
 4) 3 5) 0 

6) 0 7) 
3

4
 8) 4 9) 1 10) 0 

11) 
2

lim ( ) 16
x

f x
→

= ,  
( )cos ( )

lim 0
x

z x

x→
=, 

2
lim tan( ( )) tan 4
x

z x
→

= , ( )( )2 2

2
lim 2

x
z x x

→−
− = 

 

1

פרק 13גבול של פונקציה

144

144



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר בסרטוני וידאו היכנסו ללפתרון מלא  
  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 פונקציה מפוצלת גבול של 

 שאלות 

)חשב את הגבול  )lim
x a

f x
→

 : 1-6בשאלות של הפונקציות  

1( ( ) ( )
1

sin 4 0
0 ,

4 0x

x x
xa f x

e x

 >
= = 


+ <

 

 

2( ( ) ( )

2 2 1
11 ,

1 1
1

x x x
xa f x

x x
x

 + −
> −= =  − <

 −

 

 

3( ( ) ( )0  ,  
x

a f x
x

= = 

 

4( ( ) ( ) ,  
x

a f x
x

= ∞ = 

 

5( ( ) ( ) ,  
x

a f x
x

= −∞ = 

 

21א.  )6

1
lim

2x

x
x x→

−
+ −

 

24ב.  

1
lim

2x

x
x x→

−
+ −

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( 4 2( φ 3( φ 4( 1 5( 1 - 

1ב.    א. אין גבול.  )6
6
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 גבול לפי הגדרה

 שאלות 

 :הוכח ,על פי הגדרת הגבול ,6-1בשאלות 

1) 
2

8l 1 2m7i 4
x

x
→

=+ 2) 
4

2 0l 2im
x

x x
→

=+ 3) 
24

5l 1im
x

x
→

+ = 

4) 
4 4

1
l

1
im

2x x→
=

+
 5) 

2

22
1li

2
m

x

x x

x→ −
=

−
 6) il nim ss in

x
x




→
= 

 

: הגדרת הגבולעל פי חשב,  (7
21

1
lim

1x

x

x→

+

−
. 

 

 : 11-8את המקרים , על פי הגדרת הגבול ,הוכח

8) 
22

3
lim 1

1x

x

x→

+
=

+
 9) 

7
lim 1

2x

x

x→

+
=

+
 

10) 
3 4

lim 2
2 1x

x

x→

−
= −

+
 11) 

2

2

3 1
lim 3

1x

x

x x→

−
=

+ +
 

 
 

)נתונה פונקציה (12 )f x   :המקיימת( )lim 5
x

f x
→

= −. 

0M הוכח כי קיים  כך שעבור כל ,ממשי כלשהו  x M ם מתקיי 

( ) 4f x  −. 

 

)נתונה פונקציה (13 )f x :המקיימת( )lim 5
x

f x
→

=
 

 . 

0Mהוכח כי קיים   כך שעבור כל ,ממשי כלשהו  x M  מתקיים 

( )2 16f x . 

 

 פונקציה ממשית וחיובית בתחום f נניח (14 ),a  המקיימת ( )lim 0
x

f x
→

=. 

) הוכח שמתקיים )lim 0
x

f x
→

=. 
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 נתון הגבול הבא: (15
2

2

2
lim 1

3 2x

x x

x x→

+
=

+ +
. 

0M מצא ערך של , עבורו לכל x M הביטוי שבגבול קרוב לערך הגבול 

)- כך ש ,M  במילים אחרות, מצא) 0.1  עד כדי ):  0.1x M f x L  − ). 

 

)מגדירים את הפונקציה הבאה:  (16 )
2      

1    /

x
f x

x


= 

− 
 . 

 האם הגבולות קיימים? הוכח את תשובותיך בהסתמך על הגדרת הגבול.

)א.  )lim
x

f x
→

)ב.     )
2.5

lim
x

f x
→

)ג.    )lim
x

f x
→

 

 

בהינתן הגבול  (17
1

2 4 1
lim

11 2x

x

x→

+
=

+
0, מצא   , כך שלכל  x 

1x  המקיים − השוויון-, אי 
2 4 1 1

11 2 100

x

x

+
− 

+
 מתקיים.  

 

 הוכח או הפרך את הטענות הבאות:  (18

) אם . א ) ( )( )lim 0
x

f x g x
→

− ) אז ,= ) ( )( )2 2lim 0
x

f x g x
→

− =
 

. 

) אם .ב ) ( )( )
0

lim 0
x x

f x g x
→

− )אז  ,= ) ( )( )
0

2 2lim 0
x x

f x g x
→

− =. 

)אם . ג )
0

lim
x x

f x L
→

)אז: הגבול , = )
0

lim
x x

f x
→

 . −Lאו  L-קיים ושווה ל 

)ת אם הגבולו  .ד ) ( )( )
0

lim
x x

f x g x
→

)-ו + )
0

lim
x x

f x
→

 קיימים,  

)אז גם הגבול  )
0

lim
x x

g x
→

 קיים. 

 

רוצים להוכיח כי   (19
2

1l
2

3
im

x

x

x→ +


+
 לפי ההגדרה. 

 

רוצים להוכיח כי   (20
4

1l
1

0
m

2

1
i

x

x

x→ +


+
 לפי ההגדרה. 

 

הוכח שאם  (21
0

lim ( ) 3
x

f x
→

)שבה  0אז קיימת סביבה נקובה של  ,= ) 2f x . 
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הוכח שאם  (22
0

lim ( )
x x

f x L
→

,  אז קיימת סביבה נקובה של
0x   שבה( )f x L. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

7)  
 

 co.ilGOOL. שאלות נמצאות באתר:השאר תשובות ל
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 :גזירת פונקציות

 סיכום כללי:

 כללי הגזירה: 

)   :1כלל גזירה מס'   • ) ( ) 1 'n nf x x f x n x −=  = . 

)   )כפל בקבוע(: 2כלל גזירה מס'   • ) ( ) 1 'n nf x ax f x n ax −=  = . 

)   )נגזרת של קבוע(: 3גזירה מס'  כלל  • ) ( ) ' 0f x a f x=  =. 

)   )סכום והפרש(: 4כלל גזירה מס'   • ) ( ) ' ' 'f x u v f x u v=   = . 

)   )פונקציה מורכבת(: 5כלל גזירה מס'   • ) ( ) 1 ' 'n nf x u f x n u u−=  =  . 

1)נגזרת של 6כלל גזירה מס'   •

x
:)  ( ) ( ) 2

1 1
 'f x f x

x x
=  = −. 

)   )מכפלה(: 7כלל גזירה מס'   • ) ( ) ' ' 'f x u v f x u v v u=   = +. 

)  )מנה(: 8כלל גזירה מס'   • ) ( ) 2

' '
 '

u u v uv
f x f x

v v

−
=  =. 

)  )שורש(: 9כלל גזירה מס'   • ) ( )
1

 '
2

f x x f x
x

=  =. 

 

 שאלות:

 גזור את הפונקציות הבאות:   (1

) .א ) 3f x x= ב. ( ) 7f x x= ג. ( ) 2f x x= 

) .ד )f x x= ה. ( ) 3f x x−= ו. ( ) 1f x x−= 

) .ז )
1

2f x x= ח. ( )
1

3f x x= ט. ( )
3

4f x x= 

 

 : את הפונקציות הבאותגזור  (2

) .א ) 32f x x= .ב ( ) 73f x x=  ג. ( ) 41

2
f x x= 

) .ד )
6

7

x
f x ) .ה = ) 8f x x= ו. ( ) 23f x x−= 

) .ז )
4

f x
x

) .ח = )
1

26f x x= ט. ( )

2

3

3

x
f x = 

1

פרק 14חשבון דיפרנציאלי - נגזרות ומשי...

149

149



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                          
 

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (3

) .א ) 12f x ) .ב   = )
7

8
f x = 

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (4

) .א ) 3 22 3 5f x x x x= + − ) .ב + )
3

41 3 2

4 6 4 5

x x
f x x= − + − 

) .ג ) 27 23 6f x x x= + ) .ד − ) 26 8 4f x x x= + + 

) .ה ) 2 31

2
f x x x= ) .ו − )

4

67
8

x
f x = + 

 

 גזור את  הפונקציות הבאות:  (5

) .א ) ( )
3

5 2f x x= ) ב. − ) ( )
5

3 6f x x= )ג.  + ) ( )
2

23f x x x= − 

) .ד )
( )

3
5

4

x
f x

−
)ה.   = )

( )
4

2 1

3

x
f x

+
=  

 

 גזור את  הפונקציות הבאות:  (6

) .א )
3

f x
x

) .ב = )
2

f x
x

= ) .ג − ) 2

1
f x

x
= 

) .ד ) 3

3
f x

x
) .ה = ) 2

1

3
f x

x x
=

−
) .ו  )

2

3
f x

x
=

−
 

) .ז )
6

5
f x

x
=

+
   

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (7

) .א ) ( )( )5 1 3f x x x= + ) .ב − ) ( ) ( )
3

5 1 3f x x x= + − 

) .ג ) ( )
43 6f x x x= ) .ד − ) 23f x x x=  

) .ה ) 2 3f x x x=  ו. ( ) ( )3 7f x x x= + 

) .ז ) ( )33 3 1f x x x= ) .ח − ) ( )( )22 2 3f x x x= − + 

) .ט ) ( )( )23 2 10f x x x x= − ) .י + ) ( )( )4 23 4 2 5 2f x x x x x= − + + 

) . יא ) ( )( )2 3 4f x x x x= − −  

1
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 גזור את הפונקציות הבאות:  (8

) .א ) ( )
2

2 4f x x= ) .ב  − ) ( )
232 3 5f x x x= +  

) .ג ) ( ) ( )
2 33 2 1f x x x= + ) .ד − ) ( ) ( )

3 22 1 2 1f x x x= + − 

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (9

) .א )
3 1

1 2

x
f x

x

−
=

+
) .ב  )

2 1

5 12

x
f x

x

+
=

−
) .ג  )

2

2

1

3

x
f x

x

−
=

+
 

) .ד )
2 8

1

x
f x

x

+
=

−
) .ה  )

1
f x

x
) .ו = ) 3

3
f x

x
= 

) .ז )
( )

2
1

1

x
f x

x

−
=

+
) .ח   )

( )
2

2

2

3

2

x
f x

x

+
=

−
) .ט   )

( )

3 2

2 1

x x
f x

x

−
=

−
 

) .י ) 2

2

4

x
f x

x

−
=

−
   

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (10

) .א )f x x= ב. ( ) 4 1f x x= ) .ג + ) 3 1f x x= − 

) .ד ) ( )3 1f x x x= ) .ה + ) 2 3f x x x= ) .ו + )
3x

f x
x

+
= 

 

 גזור את הפונקציות הבאות:   (11

) .א ) 1f x x= ) .ב + ) 2f x x= 

) .ג ) 23 1f x x= ) .ד + ) 10 3f x x= − 

) .ה ) 22 7f x x x= ) .ו + ) 23 8f x x x= − 

) .ז ) 2 1 2f x x x= ) .ח − )
x

f x
x

= 

) .ט )
2 4

2

x x
f x

+
) .י = )

2

3

1

x
f x

x

+
=

−
 

) . יא )
3 22 5x x x x

f x
x x

− + −
) . יב = )

3 x
f x

x

−
= 

) . יג )
21

1

x
f x

x

+
=

−
) . יד  )

2

2

7

5

x
f x

x

+
=

−
 

1
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) . טו )
1

x
f x

x
=

−
) .טז  )

1

1

x
f x

x

+
=

−
 

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (12

) .א ) 4f x ax bx= ) .ב − )
2

3

ax x
f x c

b
= − ) .ג + )

2

4

x a
f x

x a

−
=

−
 

) .ד ) 2f x a bx c= +  
 

 

 

 :גזור פעמיים את הפונקציות הבאות (13

) .א )
2 2 4

2

x x
f x

x

+ +
) .ב  = )

2 5 6

2 10

x x
f x

x

− +
=

+
  

) .ג )
( )

2

2

2

1

x
f x

x
=

+
) .ד   )

3

2 4

x
f x

x
=

−
  

) .ה )
( )

3

2
1

x
f x

x
=

+
) .ו   )

3
1

1

x
f x

x

+ 
=  

− 
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 :תשובות סופיות

ה.  1ד.      2xג.   67xב.     23xא.  (1
4

3

x
ו.    −

2

1

x
−  

ז. 
1

2 x
ח.    

3 2

1

3 x
ט.   

4

3

4 x
. 

ד.   32xג.  621xב.   26xא.  (2
56

7

x
   . 8ה.   

ו.  
3

6

x
ז.   −

2

4

x
ח.    −

3

x
ט.   

3

2

9 x
. 

   . 0ב.   0א.  (3

23א.  (4 4 3x x+ ב.  −
2

3 3

2 4

x
x − 14 ג. + 23x+    .12ד 8x+   .23הx x−    .30.5וx. 

)א.  (5 )
2

15 5 2x )ב.  − )
4

2 315 6x x )ג.   + )( )26 1 2x x x− −  

)ד.  )
23

5
4

x− ה.   −
( )

3
8 1

3

x +
. 

א.  (6
2

3

x
ב.   −

2

2

x
ג.   

3

2

x
ד.  −

4

9

x
ה.   −

( )
2

2

2 3

3

x

x x

−
−

−
  

ו.  
( )

2

2

3 x−
ז.  

( )
2

6

5x
−

+
. 

10א.  (7 14x−  .ב( ) ( )
2

5 1 20 44x x+ )ג. − ) ( )
32 6 18 7x x x− −.  

6ו.        45xה.        29xד.  7x+      .3ז 236 9x x−   .26ח 8 3x x− +        

29ט. 56 20x x+ 5י.       − 4 3 236 75 24 24 40 8x x x x x+ + − − −       

29יא.  20 8x x− +. 

)א. (8 )24 4x x )ב.   − )( )230 1 3 5x x x+ )ג.      + ) ( )( )
2 3 3 23 1 2 3 2 2x x x x− + − + 

)ד.  )( ) ( )
2

2 22 2 1 1 8 3 2x x x x− + − + . 

א.  (9
( )

2

5

1 2x+
ב.  

( )

2

2

5 24 5

5 12

x x

x

− −

−
ג.   

( )
2

2

8

3

x

x +
ד.  

( )( )

( )
2

4 2

1

x x

x

− +

−
 

ה.  
2

1

x
ו.    −

4

9

x
ז.  −

( )

2

2

2 3

1

x x

x

+ −

+
         

ח.  
( )( )

( )

2 2

2
2

2 3 7

2

x x x

x

+ −

−
י.     −xט.     

( )
2

1

2x
−

+
. 
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א.  (10
1

2 x
ב.   

2

1x +
ג.  

2

3

3

2 1

x

x −
ד.  

9 1

2

x

x

+
ה.   

( )5 12

2 3

x x

x

+

+
  

ו.  
3

2

x

x x

−
 

1א. (11

2 1x +
1ב.         

2x
ג.     

2

3

3 1

x

x +
3ד.       

2 10 3x
−

−
.ה 

2

4 7

2 2 7

x

x x

+

+
    

4ו.  
6x

x
ז.      −

22 5

1 2

x x

x

−

−
1ח.         

2x x
ט.    −

2

2

2

4

x

x

+

+
י.        

( )
1.5

2

1 3

1

x

x

−

−
   

יא. 
2

1 1 5
3

2 2
x

xx x x
− − יב.    +

2

3

2 3x x x
−

−
יג.          

( )

2

1.5 2

2 1

2 1 1

x x

x x

− + +

− +
 

יד. 
( )

3

1.5
2

17

5

x x

x

−

−
טו      

( )
2

1

2 1

x

x x

+
−

−
טז.      

( )
2

3

2 1 1

x

x x

+
−

− +
. 

34axא.  (12 b−   .ב
2 1

3

ax

b
ג.  −

( )
2

2

4

a

x a

−

−
ד.  

2

abx

bx c+
. 

)א. (13 ) ( )
2

2 3

2 8 4
'  , ''

4

x
f x f x

x x

−
= =.       

)ב.  )
( )

( )
( )

2

2 3

2 20 62 448
'  , ''

2 10 2 10

x x
f x f x

x x

+ −
= =

+ +
. 

)  ג.  )
( )

( )
( )

( )
3 4

4 1 24
'  , ''

1 1

xx
f x f x

x x

−
= =

+ +
.  

)ד.  )
( )

( )
( )

( )

( )

2 2 2

2 3
2 2

12 8 12
'  , ''

4 4

x x x x
f x f x

x x

− +
= =

− −
. 

)   ה. )
( )

( )
( )

( )

2

3 4

3 6
'  , ''

1 1

x x x
f x f x

x x

+
= =

+ +
. 

)ו.   )
( )

( )
( )

( )( )

( )

2

4 5

6 1 12 1 3
'  , ''

1 1

x x x
f x f x

x x

+ + +
= − =

− −
 

1

פרק 14חשבון דיפרנציאלי - נגזרות ומשי...

154

154



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                         
 

 :תכלליהקדמה 

 סיכום כללי:

 פונקציות נפוצות:

)הפונקציה ) 2f x x=הפונקציה   :( ) 3f x x=הפונקציה   :( )f x x=הפונקציה    :( )f x x=: 

                  
 
 
 
 
 
 
 
 

)פונקציה עם מכנה, למשל: )
3

2

5 4

1

x x
f x

x

+
=

−
: 

 
 
 
 

 

 שיפוע של פונקציה: 

)של פונקציה   mהשיפוע   • )f x   בנקודה( )1 1A ,x y   שעל הפונקציה הוא ערך הנגזרת

)בנקודה   )1 1A ,x y:כלומר ,  ( )1'm f x=. 

)שיפוע של המשיק לפונקציה  ה • )f x   בנקודה( )1 1A ,x y   שעל הפונקציה שווה לשיפוע

)הפונקציה בנקודה   )1 1A ,x y. 

)משוואת המשיק לפונקציה   • )f x   בנקודה( )1 1A ,x y   שעליה מתקבלת על ידי הנוסחה

)  למציאת ישר: )1 1y y m x x− = −. 

 

 הנגזרת: 

)לכל פונקציה   )f x  )"קיימת פונקציה, הנקראת פונקציית הנגזרת )או רק "הנגזרת

)ומסומנת   )'f x.המתקבלת ממנה על פי כללי הגזירה , 
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 :מציאת שיפוע המשיק לגרף הפונקציה

 שאלות:

)מצא את שיפוע הפונקציה   (14 ) 32 7f x x x= )בנקודה   − )2 ,  2. 

 

)מצא את שיפוע הפונקציה   (15 ) 2

1

3
f x

x
=

−
2xבנקודה בה    = −. 

 

)מצא את שיפוע המשיק לפונקציה   (16 ) 4f x x= 1  בנקודה בהx =. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 :תשובות סופיות

14) 17m = 

15) 4m= 

16) 2m= 

 

1

פרק 14חשבון דיפרנציאלי - נגזרות ומשי...

156

156



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                         
 

 שאלות עם פרמטרים:

 שאלות:

) שיפוע המשיק לפונקציה  (32 ) 2 4f x ax x= 3xבנקודה שבה   −  . 8הוא  =

 ואת משוואת המשיק. aמצא את ערכו של הפרמטר  

 

)נתונה הפונקציה  (33 ) ( )0  , a f x ax = . 

שבה  המשיק לפונקציה בנקודה 
1

2
x  . 1הוא בעל שיפוע   =

 . aמצא את ערך הפרמטר  

 

y 3  נתונה הפונקציה: (34 x a x= + (a  .)פרמטר 

1xשיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה    .  5הוא  =
 .aמצא את ערך הפרמטר  

 

נתונה הפונקציה:   (35
A

2y x
x

= − (A   .)פרמטר 

1xשיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה    .  2הוא  =
 .A  מצא את ערך הפרמטר 

 

4yהישר  (36 x b= )  משיק לגרף הפונקציה + ) 2

2
3f x

x
= + . 

 . ואת נקודת ההשקה bמצא את  

 

) לפונקציה שיפוע המשיק   (37 )
2

3
f x

ax
=

+
2yבנקודה שבה     . -4הוא  =

 ואת משוואת המשיק. aמצא את ערכו של הפרמטר  

 

הישר   (38
1

2
y ax= )  משיק לגרף הפונקציה + )

2
g x

x c
=

+
0xבנקודה     = .  

 . c- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 

 

3y  הישר (39 x= משיק לגרף הפונקציה  ( )f x x x b= + . 

 . ואת נקודת ההשקה bמצא את  
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) המשיק לפונקציה יפוע ש (40 )
1

a
f x

bx
=

−
)בנקודה    )1 ,  .  -6הוא  6 

 ואת משוואת המשיק.  b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 

 

5ישיק הישר   kלאילו ערכי   (41 6y x= − )  לגרף הפונקציה + ) 3 22 4f x x x x k= − − +? 

 מצא את נקודת ההשקה.   kלכל ערך כזה של  

 

  פונקציותה (42
1

y
x

21- ו  =

2
y x k= −    משיקות זו לזו.  +

 ואת נקודת ההשקה.  kמצא את  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

32) 2 , 8 18a y x= = − 

33) 2a = 

34) 4a = 

35) A 1= 

36) ( )1 ,  5  , 4 9y x− = + 

37) 2 , 4 2a y x= = − − 

38) 
1

 , 4
8

a c= − = 

39) ( )4 , 4 ,  12b = 

40) 2 , 6 , 6 12b a y x= = = − + 

41) ( )6: 1 ,  1k   או:  =
158 1 13

:  ,  
27 3 3

k
 

=  
 

  . 

42) ( )1 ,  1  , 1.5k = 
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 :חקירת פונקציה פולינומית

 שאלות:

)נתונה הפונקציה   (11 ) 210f x x x= −  . 

 חקור את הפונקציה על פי הסעיפים הבאים: 

 מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?  .א

 מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה. .ב

 מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 החיתוך של הפונקציה עם הצירים. מצא את נקודות   .ד

 שרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)נתונה הפונקציה   (12 ) 3 12f x x x= −. 

 חקור את הפונקציה על פי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 מציאת נקודות קיצון של הפונקציה.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. מציאת  נקודות  .ד

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)נתונה הפונקציה   (13 ) 4 210 9f x x x= − +. 

 חקור את הפונקציה על פי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 מציאת נקודות קיצון של הפונקציה.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. מציאת  נקודות  .ד

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה
 

)נתונה הפונקציה   (14 ) 4 34 32f x x x= −  חקור את הפונקציה על פי הסעיפים הבאים:  +

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 מציאת נקודות קיצון של הפונקציה.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 של גרף הפונקציה עם הצירים. מציאת  נקודות החיתוך   .ד

 הפונקציה. שרטוט סקיצה של גרף   .ה

1
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)נתונה הפונקציה   (15 ) 3f x x=  :חקור את הפונקציה על פי הסעיפים הבאים 

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 מציאת נקודות קיצון של הפונקציה.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 פונקציה עם הצירים. מציאת  נקודות החיתוך של גרף ה .ד

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)נתונה הפונקציה:  (16 ) 3 22 3 54 50f x x ax x= − + − . 

 עולה הפונקציה בכל תחום הגדרתה?  aלאלו ערכים של הפרמטר  .א

6aהצב בפונקציה   .ב  וחקור את הפונקציה על פי הסעיפים הבאים:   =
 תחום הגדרה, נקודות קיצון, תחומי עלייה וירידה, נקודת חיתוך עם  

 , סרטוט. y- ציר ה

 

3נתונה הפונקציה:  (17 23 6 4y x x x d= − + − + (d .)פרמטר 

2xבנקודה שבה: x- ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה =. 

 .dמצא את   .א

 האם יש לפונקציה נקודות קיצון?   .ב

 כתוב את תחומי העלייה וירידה של הפונקציה.   .ג

 . y- מצא את נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר ה .ד

 סקיצה של גרף הפונקציה. סרטט  .ה

 

)לפניך גרף הפונקציה   (18 ) 3 3f x x x= −: 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   .א ) 5f x =? 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   .ב ) 2f x =? 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   .ג ) 0.5f x =? 

)למשוואה   kעבור איזה ערך של   .ד )f x k= יש בדיוק פתרון אחד ? 

)למשוואה   kעבור איזה ערך של   .ה )f x k= יש בדיוק שני פתרונות ? 

)למשוואה   kעבור איזה ערך של   .ו )f x k= יש בדיוק שלושה פתרונות ? 

)עבורו למשוואה   kהאם קיים ערך של   .ז )f x k= אין פתרון ? 
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 תשובות סופיות:

)ב.     xא.  כל   (11 )max 5xג. עלייה:      5,25  ,   :5ירידהx   

)ד.   ) ( )0,0  : גרף  להלןה.    .10,0 , 

 
 
 
 

 

)ב.    xא.  כל   (12 ) ( )min 2, 16  , max 2,16− −     

2x , 2ג. עלייה: x −   ,   :2ירידה 2x−       

)ד.  ) ( ) ( )0,0  , 12,0    :גרף  להלןה.  .−12,0 , 

 
 
 

 

)ב.   xא. כל   (13 ) ( ) ( )max 0,9  , min 5, 16  , min 5, 16− − −     

5 , 5ג. עלייה: 0x x −   ,  :5ירידהx  − ,  0 5x . 

)ד. ) ( ) ( )0,9  , 1,0  , 3,0  .    .גרף  להלןה : 

 
 
  

)ב.    xא. כל   (14 )min 3xג. תחומי עלייה:       3,5  ,   :3תחומי ירידהx  

)ד.    : גרף  לןה לה.  .0,32(

 
 
 
 

 

     xג.  עולה לכל    ב.  אין.     xא. כל   (15

)ד.    להלן גרף: ה.  .0,0(
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6א.  (16 6a−       ב. תחום הגדרה: כלx, תחומי עלייה: כל  , אין: נקודות קיצוןx,  

)נקודת חיתוך עם הצירים:  , תחומי ירידה: אין )0,  להלן גרף:   ,−50

 

 

 

 

8dא.  (17 ג. יורדת בתחום        .ב. לא     =
2

3
x 

 
    

)ד.   להלן גרף: ה.  .0,8(

 
 
 
 

  

2k , 2ד.   .    3ג.    .    2ב.   .    1א.  (18 k  −      

2kה.   =        .2ו 2k−          .ז. לא 
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 :נקודות קיצון של פונקציות

 סיכום כללי:

  נקודות קיצון )נקודות מינימום/מקסימום(:

 . B , C , D – מינימום או מקסימום מקומי )פנימי(  •

 . A –מינימום או מקסימום קצה  •

 .D – מינימום או מקסימום מוחלט  •

 

 נקודות קיצון מקומיות:  

 בנקודות קיצון מקומיות הוא אפס. שיפוע המשיק לפונקציה  •

 אפס תיתכן נקודת קיצון מקומית.  בנקודה שבה שיפוע המשיק לפונקציה הוא •
 נקודה כזו נקראת נקודה חשודה כקיצון. ניתן לבדוק אם היא אכן נקודת קיצון. 

 

 מציאת נקודות קיצון מקומיות:שלבים ל 

 נגזור את הפונקציה.  •

 של הנקודות החשודות כקיצון. x- ערכי הנשווה את הנגזרת לאפס ונחלץ את  •

 .y- מסעיף ב' בפונקציה המקורית לקבלת ערכי ה x- נציב את ערכי ה •

 נקבע אם הנקודה היא נקודת קיצון ונסווג את סוג הקיצון על ידי טבלה. •

 

 שאלות: 

)ת הקיצון של הפונקציה  מצא את נקודו (1 ) 210f x x x= −. 

 

)נתונה הפונקציה   (2 ) 3 12f x x x= −. 

 ? מהן נקודות הקיצון של הפונקציה .א

 ? מהם תחומי העלייה והירידה של הפונקציה .ב
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)נתונה הפונקציה   (3 ) 4 210 9f x x x= − +. 

 ? מהן נקודות הקיצון של הפונקציה .א

 ? העלייה והירידה של הפונקציהתחומי  מהם .ב

 

)נתונה הפונקציה   (4 ) 4 34 32f x x x= − +. 

 ? מהן נקודות הקיצון של הפונקציה .א

 ? תחומי העלייה והירידה של הפונקציה מהם .ב

 

)לפונקציה   (5 ) 3 5f x ax x= − 1xיש נקודת קיצון בנקודה שבה   − = −. 

 .aמצא את ערכו של הפרמטר  

 

)  נתונה הפונקציה (6 ) 3 2f x ax x= 1xידוע שהנקודה   .+  נקודת קיצון.   =

 aמצא את הקבוע  
 

)  לפונקציה (7 ) 3 2A B 1f x x x= + )יש נקודת קיצון ששיעוריה:   − )2,3. 

 . A ,Bמצא את ערכי הפרמטרים 

 

)לפונקציה   (8 ) 3 2A B 4f x x x x= + 1x- יש נקודת קיצון ב − = 4x- ו − =. 

 של שתי נקודות הקיצון.   y- מצא את הפרמטרים ואת שיעור ה 

 

)  נתונה הפונקציה (9 ) 3 2f x ax bx= ). ידוע שהנקודה  +  נקודת קיצון.   1,2(

a , מצא את הפרמטרים   b . 

 

)  לפונקציה (10 ) 4 2 35f x ax bx= + )יש נקודת קיצון ששיעוריה   + )2,3. 

a , מצא את ערכי הפרמטרים  b. 
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 תשובות סופיות:

1) ( )max 5,25. 

)א.  (2 ) ( )min 2, 16  , max 2,16− 2x  , 2ב. עולה:   − x −   :2יורדת 2x−  . 

)א.  (3 ) ( ) ( )max 0,9  , min 5, 16  , min 5, 16− − − 

- , 5ב. עולה:  5 0x x    :0 , 5יורדת 5x x −  . 

)א.  (4 )min 3xב. עולה:     3,5   :3יורדתx . 

5) 3a =. 

6) 
2

3
a = −.      

7) A -1 , B 3= =  . 

8) 
1 3 1 2

A  , B  , 1, 2  , 4, 18
3 2 6 3

   
= = − − −   

   
. 

9) 6 , 4b a= = −. 

10) 2 , 16a b= = −. 
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 זוגית:-פונקציה זוגית ואי

 סיכום כללי:

 הגדרות:

)פונקציה   • )f x   תיקרא זוגית אם לכלx   :בתחום הגדרתה מתקיים( ) ( )= −f x f x. 

)פונקציה   • )f x זוגית אם לכל  -תיקרא איx   :בתחום הגדרתה מתקיים( ) ( )− = −f x f x. 

 

 שאלות:

 זוגיות לא זו ולא זו:  -קבע אלו מהפונקציות הבאות הן זוגיות/אי  (1

) .א ) 3 5f x x= ) .ב − ) 23f x x= 

) .ג ) 32f x x= ד. ( ) 3 22f x x x= − 

) .ה ) 4 24 3 1f x x x= − ) .ו + ) 5 34 3 1f x x x= − − 

 

 .xהפונקציות המסורטטות להלן מוגדרות לכל   (2
 השלם את ציור הגרף של הפונקציה כך שתתקבל פונקציה זוגית: 

      ב.         .א
 
 
 
 

 

 ד.             .ג
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 .xהפונקציות המסורטטות להלן מוגדרות לכל   (3
 זוגית: -השלם את ציור הגרף של הפונקציה כך שתתקבל פונקציה אי 

     ב.         .א
 
 
 
 
 
 
 

 

    ד.         .ג
 

 
 
 

 

 
 

)נתונה הפונקציה הבאה:  (4 ) 4 24= −f x x x   :בתחום 0 :3. 

 חקור את הפונקציה בתחום הנ"ל לפי הסעיפים הבאים:  .א

i.   .תחום הגדרה 

ii. .מציאת נקודות חיתוך עם הצירים  

iii.  .מציאת נקודות קיצון וסיווגן 

iv.  .כתיבת תחומי עלייה וירידה 

v.  .סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה 

)הוכח כי הפונקציה   .ב )f x  .היא פונקציה זוגית 

 ך מהסעיפים הקודמים וסרטט את הפונקציה  יהתבסס על ממצא .ג

בתחום:   3:3−  הוסף את סרטוט גרף הפונקציה בתחום( 3: 0−  

 לגרף שסרטטת בסעיף הקודם(.  
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)נתונה הפונקציה הבאה:  (5 ) 6 23 3= − +f x x x. 

חקור את הפונקציה בתחום:   .א 0:  ים:לפי הסעיפים הבא  4

, מציאת נקודות קיצון וסיווגן,  y- ר הציתחום הגדרה, מציאת חיתוך עם 
 כתיבת תחומי עלייה וירידה, סרטוט סקיצה בתחום הנ"ל.  

 זוגית? לא זו ולא זו?  -האם הפונקציה היא זוגית? אי .ב
 נמק באמצעות חישוב מתאים. 

 הסתמך על ממציאך מהסעיפים הקודמים והוסף לסקיצה שסרטטת   .ג

בסעיף א', את עקום הפונקציה בתחום   4:0−. 

 בתחום הגדרתה.  xהוכח כי הפונקציה חיובית לכל   .ד

 

)לפניך הפונקציה:   (6 ) 6 42 3= − + +f x x x a ,a  .פרמטר 

 .  1ידוע כי לפונקציה ערך מירבי של 

)וכתוב את הפונקציה   aמצא את   .א )f x. 

חקור את הפונקציה בתחום:   .ב 2:0−  :לפי הסעיפים הבאים 

 כתיבת תחום הגדרה, מציאת נקודות חיתוך עם הצירים,  
 מציאת נקודות קיצון וסיווגן, כתיבת תחומי עלייה וירידה, סרטוט סקיצה.

 גית? לא זה ולא זה?  וז -? איהאם הפונקציה היא זוגית .ג
 נמק באמצעות חישוב מתאים. 

 הסתמך על ממציאך מהסעיפים הקודמים וסרטט את גרף הפונקציה   .ד

בתחום:   2: 2−. 

 

)נתונה הפונקציה הבאה:  (7 ) 33 9= −f x x x. 

חקור את הפונקציה בתחום:   .א 0:5  הבאים: לפי הסעיפים 

 כתיבת תחום הגדרה, מציאת נקודות חיתוך עם הצירים,  
 מציאת נקודות קיצון וסיווגן, כתיבת תחומי עלייה וירידה, סרטוט סקיצה.

 זוגית.  -הוכח כי הפונקציה היא אי .ב

 התבסס על ממציאך מהסעיפים הקודמים וסרטט את הפונקציה  .ג

בתחום:    5:5−   הוסף את סרטוט גרף הפונקציה בתחום( 5:0−  

 לגרף שסרטטת בסעיף הקודם(.  
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)לפניך הפונקציה הבאה:   (8 ) 3 55 3= − +f x x x b ,b   .פרמטר 

y=2ידוע כי הישר   x   עובר דרך כל הנקודות על גרף הפונקציה 

)שמקיימות:   )' 0=f x. 

)וכתוב את הפונקציה   bמצא את   .א )f x. 

חקור את הפונקציה בתחום:   .ב 0:  לפי הסעיפים הבאים: 2

i.   .תחום הגדרה 

ii.   .מציאת נקודות חיתוך עם הצירים 

iii.  .מציאת נקודות קיצון וסיווגן 

iv.   .כתיבת תחומי עלייה וירידה 

v.  .סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה 

 זוגית או לא זו ולא זו.  -בדוק האם הפונקציה היא זוגית/אי .ג
 נמק את קביעתך באמצעות חישוב מתאים.  

 הסתמך על ממציאך מהסעיפים הקודמים והוסף לסקיצה   .ד

גרף הפונקציה את הגרף בתחום  של  2:0−. 

 

)נתונה הפונקציה:   (9 )
7

3

−
=

x x
f x. 

חקור את הפונקציה בתחום:   .א 4:0− :לפי הסעיפים הבאים 

i.   .תחום הגדרה 

ii.  .מציאת נקודות חיתוך עם הצירים 

iii.   מציאת נקודות קיצון וסיווגן 
 ספרות לאחר הנקודה העשרונית(.   2)בתשובתך השאר עד 

iv.   .כתיבת תחומי עלייה וירידה 

v.  .סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה 

 זוגית? או לא זו ולא זו?  -האם הפונקציה היא זוגית? אי .ב
 נמק ע"י חישוב מתאים.  

 ית  הסתמך על ממציאך מהסעיפים הקודמים והוסף לסקיצה שעש  .ג

את גרף הפונקציה בתחום  0: 4. 
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 תשובות סופיות:

 לא זו ולא זו: א', ד', ו'.    זוגית: ג', -אי  זוגית: ב', ה'.  (1

 להלן הגרפים:  (2

   ד.    ג.    ב.      .א
 
 
 

 

 להלן הגרפים:  (3

   ד.    ג.    ב.      .א
 
 
 
 
 

  

i  .0א.  (4 3x       ii  .( ) ( )0,0 , 2,0      iii  .( )max )קצה,  3,45 )min 2, 4−  , 

( )max 2. עולה:  iv .  קצה0,0 3 x:0, יורדת 2 x  .ב. סעיף הוכחה 

  סרטוט עבור סעיף ג:   :  vסרטוט עבור חלק  
 
 
 
 

  

0:  א. תחום הגדרה (5 4x  ה , חיתוך עם ציר -y :( )0,3 , 

)ן:  נקודות קיצו  )max )קצה,  4,4051 )min 1,1  ,( )max  , קצה0,3

1עולה:   4 x,    :0יורדת 1 x     .ב. זוגית 
 ד. הוכחה עפ"י הסרטוט. 

    :ג סרטוט עבור סעיף  סרטוט עבור סעיף א: 
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0aא.  (6 2:  תחום הגדרהב.       = 0x−  חיתוך עם הצירים ,  :

( ) ( )1.225,0 , )ן:  , נקודות קיצו−0,0 )min 2, 80− )קצה,  − )max 1,1−  ,( )min   , קצה0,0

2:  עולה 1−   −x ,  :1יורדת 0−  x .    .ג. זוגית 
 : סרטוט עבור סעיף ד     :סרטוט עבור סעיף א

 
 
 
 
 

 

0:  תחום הגדרהא.  (7 5x חיתוך עם הצירים ,  :( ) ( )0,0 , 3,0 , 

)ן:  נקודות קיצו  )max )קצה,  5,330 )min 1, 6−  ,( )max  , קצה0,0

1:  עולה 5 x ,  :0יורדת 1 x ,  זוגית.  -ב. אי 
 :סרטוט עבור סעיף ג         : סרטוט עבור סעיף א

 
 
  

 
 

 

0bא.  (8 i  0 ב.   = 2x    ii  .( ) ( )0,0 , 1.29,0  iii  .( )min 2, קצה, −56

( )max 1,2  ,( )min 0עולה:  .  iv  .   קצה0,0 1 x:1, יורדת 2 x   

 סרטוט עבור סעיף ד:   : vסרטוט עבור חלק    זוגית. -ג. אי
 
 
 
 
 

 

i  4א.  (9 0x−      ii  .( ) ( )1,0 , 0,0−    iii  .( )min )קצה,  0,0 )max 0.723,0.207−  ,

( )min 4, 5460− 4עולה:  . iv    .   קצה− 0.723−   −x , 

0.723יורדת:  0−  x   סרטוט עבור חלק   זוגית. -ג. איv :   :סרטוט עבור סעיף ד  
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 פונקציה עם פרמטר: חקירת 

 סיכום כללי:

 :y''סיווג נקודות קיצון באמצעות  

)אם הנקודה   )1 1A ,x y  :היא נקודת קיצון אז 

)אם  • )1'' 0f x    הנקודה( )1 1A ,x y  .היא נקודת מינימום 

)אם  • )1'' 0f x    הנקודה( )1 1A ,x y  .היא נקודת מקסימום 

 

 שאלות:

)מצא וסווג את נקודות הקיצון של הפונקציה:   (1 ) 3 12f x x x= −.  

 

)מצא וסווג את נקודות הקיצון של הפונקציה:   (2 ) 2 6 16f x x x= − −.  

 

)מצא וסווג את נקודות הקיצון של הפונקציה:   (3 ) 3 23f x x b x= −,0b    .פרמטר 

   שרטט סקיצה של גרף הפונקציה. 
 

)  :נתונה הפונקציה (4 ) 2 2

2x
f x

a x
=

+
 ( )0a :חקור לפי הסעיפים הבאים .   

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 מציאת נקודות קיצון של הפונקציה.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.  .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.   .ה

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ו
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)נתונה הפונקציה:   (5 ) ( )
( )

2

2

1
1  ,  

x
b f x

x b

−
 =

−
 . חקור לפי הסעיפים הבאים: 

 ת תחום ההגדרה. מציא .א

 מציאת נקודות קיצון של הפונקציה.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.  .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.   .ה

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ו

 

)נתונה הפונקציה:   (6 ) ( ) 2 20  ,  4b f x x b x = − . 

 הסעיפים הבאים:חקור לפי 

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 מציאת נקודות קיצון של הפונקציה.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.  .ד

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)נתונה הפונקציה:   (7 )
2

,   ,  
4

x m
a m f x

ax

−
=

−
0aפרמטרים קבועים כאשר:    . 

 . y- ידוע כי אחת מנקודות הקיצון של הפונקציה נמצאת על ציר ה

 .mמצא את הערך של הפרמטר   .א

 את:  aשמצאת בסעיף א' והבא באמצעות   mהצב את הערך של   .ב

i.  .תחום ההגדרה של הפונקציה 

ii.  .נקודות הקיצון של הפונקציה וקבע את סוגן 

iii.   .האסימפטוטות לגרף הפונקציה המקבילות לצירים 

סרטט סקיצה וסמן בה את נקודות הקיצון ואת משוואות האסימפטוטות  .ג
 בסעיף הקודם.  aשהבעת באמצעות  

 נמצאת במרחקים שווים מהצירים. y- כי נקודת הקיצון שאינה על ציר הידוע  .ד
 .aמצא את הערך של הפרמטר  

yנתון הישר:   .ה k=  מצא עבור אילו ערכים של .k   אין לישר ולגרף הפונקציה
 נקודות משותפות כלל.  

 

 

 

 

1

פרק 16חשבון דיפרנציאלי - חקירת פונקצ...

173

173



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                         
 

 תשובות סופיות:

1) ( ) ( )min 2, 16  , max 2,16− − 

2) ( ) min 3, 25− 

3) ( ) ( )3 3min , 2  , max ,2b b b b− − 

ב.     xא. כל   (4
1 1

max ,  , min ,a a
a a

   
− −   

   
. 

a:  עולהג.  x a−    יורדת :x a , x a −. 

)ד.  0yה. אסימפטוטה אופקית :   0,0( = 

xא.  (5 b   .ב
2

1 1
max ,

1b b

 
 

− 
ג.  עולה:   

1
 , x x b

b
    :יורדת

1
x b

b
 . 

)ד.  ) ( ) 2

1
1,0  , 1,0  , 0,

b

 
−  

 
1x , ה.     b y= = −. 

bא.  (6 x b−    .ב( ) 2 2min ,0  , max ,2  , min , 2
2 2

b b
b b b

   
− − −   

   
 קצה, 

( )min ,0b.ג. עולה:   קצה
2 2

b b
x−    :יורדת  , , 

2 2

b b
b x x b−   −  . 

)ד.  ) ( ) ( ),0  , ,0  , 0,0b b−. 

0mא.  (7 .  iב.  =
4

x
a

   .בii  .( ) 2

8 16
max 0,0  , min ,

a a

 
 
 

  

.  iiiב. 
4

x
a

2aד.  = 0ה.    = 4k  . 

 
 סקיצות לשאלות: 

3  ) 
 
 
 
 
 

4  ) 5 ) 

6  ) 
 
 
 
 
 

7  )  
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 : חקירת פונקצית מנה

 : שאלות

)נתונה הפונקציה:   (20 )
2

2

6 10 6

3 10 3

x x
f x

x x

− +
=

− +
 . חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

   הפונקציה עם הצירים.מציאת נקודות החיתוך של גרף   .ד

 מקבילות לצירים.  מפטוטות ה מציאת אסי .ה

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ו

 

)נתונה הפונקציה:   (21 )
1

f x x
x

=  . חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: +

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 הפונקציה. כתיבת תחומי העלייה והירידה של  .ג

   פונקציה עם הצירים.מציאת נקודות החיתוך של גרף ה .ד

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)  :נתונה הפונקציה (22 )
2 1

3

x
f x

x

+
=

−
 . חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 יה. כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקצ .ג

   ה עם הצירים.מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקצי .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.   .ה

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ו
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)  :נתונה הפונקציה (23 ) 2

6

5 4

x
f x

x x
=

− +
 . חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 הפונקציה. מציאת נקודות הקיצון של  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

   נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.את  מצי .ד

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)  :נתונה הפונקציה (24 )
2

2

3

3

x x
f x

x

−
=

+
 . חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 הפונקציה. מציאת נקודות הקיצון של  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

   ך של גרף הפונקציה עם הצירים.דות החיתומציאת נקו  .ד

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

 נתונה הפונקציה הבאה: (25
22 5 2

4

x x
y

x

− +
 .  חקור לפי הסעיפים הבאים: =

 תחום הגדרה.    .א

 נקודות קיצון.        .ב

 קביעת סוג הקיצון ותחומי עלייה וירידה.      .ג

 חיתוך עם הצירים.    .ד

 כית.  מציאת אסימפטוטה אנ  .ה

 סרטוט סקיצה.  .ו

 

)  נתונה הפונקציה: (26 )
2 5 6

3

x x
f x

x

− +
=

−
 . חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום הגדרה.  .א

 מציאת נקודות קיצון של הפונקציה.  .ב

 של הפונקציה. כתיבת תחומי העלייה והירידה  .ג

 מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.  .ד

 קבילות לצירים.  מציאת אסימפטוטות המ .ה

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.   .ו
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)  נתונה הפונקציה: (27 )
2

2

3 2

1

x x
f x

x

− +
=

−
 . חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום הגדרה.  .א

 הפונקציה. מציאת נקודות קיצון של  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 ם הצירים. חיתוך של גרף הפונקציה עמציאת נקודות ה .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.   .ה

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.   .ו

 

)  גרף הפונקציה:ל (28 ) 2

4ax
f x

x

+
8xיש נקודת קיצון שבה   = = − . 

 וכתוב את הפונקציה.  aמצא את   .א

 ציה. כתוב את תחומי העלייה והירידה של הפונק .ב

 מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה עם הצירים.  .ג

 מצא את האסימפטוטות המקבילות לצירים.   .ד

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)  נתונה הפונקציה: (29 )
2

2

3

2 8

x
f x

x
=

−
 . 

 מהו תחום הגדרה של הפונקציה?        .א

 מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה. .ב

   ייה והירידה של הפונקציה.    קבע את סוג הקיצון ותחומי העל .ג

 מצא את נקודות החיתוך עם הצירים של הפונקציה.     .ד

 מצא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציה.     .ה

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.    .ו

 

  נתונה הפונקציה: (30
2

2

4

2 1

a x
y

x

−
=

−
 ,  (a   .)קבוע 

1xה בנקודה שבה:  שיק לגרף הפונקציידוע כי שיפוע המ  .=4m:  הוא =

 .a  מצא את כל הערכים האפשריים עבור .א

 מצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.  .ב

חיתוך  נקודת ה ךמצא את נקודת החיתוך בין המשיק הנתון ומשיק העובר דר  .ג
 .y- גרף הפונקציה עם ציר ה של
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) נתונה הפונקציה הבאה: (31 )
5 1

1.5
5

x
f x x

x

+
= −

+
 . חקור לפי הסעיפים הבאים:

 תחום הגדרה.        .א

 נקודות קיצון וסוגן.        .ב

 תחומי עלייה וירידה.      .ג

 חיתוך עם הצירים.    .ד

   מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.  .ה

 סרטוט סקיצה.   .ו

 

)  נתונה הפונקציה: (32 ) ( )1  , 
1

x a
a f x

x

−
 =

−
. 

 מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה.   .א

 מצא את האסימפטוטות של הפונקציה המקבילות לצירים.  .ב

 את השיעורים של נקודת החיתוך של גרף הפונקציה   aהבע באמצעות   .ג
 .y- ועם ציר ה  x- עם ציר ה

 ענה על הסעיפים הבאים: .ד

i.   מצא עבור אילו ערכים שלa   הפונקציה( )f x   עולה לכלx   בתחום

 ההגדרה. 

ii.   ישר המשיק לגרף הפונקציה( )f x  שבה  ודה בנקx a=   מקביל לישר

2xהמשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה:   =. 
 .xנקציה עולה לכל  אם נתון כי הפו aמצא את הערך של  

 

)  נתונה הפונקציה: (33 )
2 6

2

x ax
f x

x

+ +
=

−
, (a   .)פרמטר 

 .y- ידוע שאחת מנקודות הקיצון של הפונקציה נמצאת על ציר ה 

 .aמצא את הערך של   .א

 שמצאת בסעיף א' ומצא: aהצב את הערך של   .ב

i.  .את תחום ההגדרה של הפונקציה 

ii.  ף הפונקציה עם הצירים )אם יש כאלה(. חיתוך של גראת נקודות ה 

iii.  .את השיעורים של נקודות הקיצון של הפונקציה, וקבע את סוגן 

iv.  ה המקבילות לצירים )אם יש כאלה(. את האסימפטוטות של הפונקצי 

 הפונקציה שלילית?   xעבור אלו ערכי   .ג

yנתון הישר:   .ד k=.   עבור אלו ערכיk   אין נקודות משותפות לישר ולגרף
 הפונקציה? נמק. 
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  נתונה הפונקציה: (34
3

A
2

x
y

x

+
= +

−
( ,A  גרף הפונקציה עובר בנקודה  פ .)רמטר( )3A , A. 

 .Aמצא את ערך הפרמטר   .א

 כתוב את תחום ההגדרה של הפונקציה. .ב

 . xהפונקציה יורד לכל  י גרף  הוכח כ .ג

 .y- מצא את נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

y  נתון הישר: .ו k= . 

ודות  עבורו הישר חותך את גרף הפונקציה בשתי נק kהאם קיים ערך של  
 שונות?  נמק. 

 

)  נתונה הפונקציה: (35 )
2

2

20 28

2

ax x
f x

x a

− +
=

+
. 

)ידוע כי גרף הפונקציה חותך את האסימפטוטה האופקית שלו בנקודה   )0.5 ,  3. 

 תחום הגדרתה.   וכתוב את הפונקציה ואת  aמצא את ערך הפרמטר   .א

 מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה וקבע את סוגן.   .ב

 כתוב את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 מצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.  .ד

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

yהישר:   kהעזר בגרף הפונקציה וקבע עבור אלו ערכים של   .ו k=   יחתוך את
 גרף הפונקציה בנקודה אחת בלבד. 

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (36

) הוכח כי לגרף הפונקציה: .א )
2

2

9 x
f x

x k

−
=

−
 .y- יש נקודת קיצון שנמצאת על ציר ה 

)הוכח כי הפונקציה   .ב )f x   מוגדרת לכלx  אם ידוע כי שיעור ה -y   של נקודת 

 .  3הקיצון הוא 

 .x- הפונקציה עם ציר המצא את נקודות החיתוך של גרף  .ג

 מצא את האסימפטוטה האופקית של הפונקציה.  .ד

1yך אותו הישר  סרטט סקיצה של גרף הפונקציה וקבע בכמה נקודות יחתו .ה = − .
 נמק את תשובתך. 
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 תשובות סופיות: 

א.    (20
1

3 , 
3

x x   .ב 
3 1

min 1,1  , max 1,
8 2

   
− −   
   

.  

1ג.  תחומי עלייה:    1x−       וגם
1

3
x  ,   :1תחומי ירידה 3x      1אוx  −. 

)ד.   ה. 0,2(
1

3 ,  , 2
3

x x y= =  : סקיצהו. להלן     .=

 
 
 
 

     

0xא.  (21    .ב( ) ( )min 1,2  , max 1, 2− −     

1xג. עולה:       1אוx  1 ,0רדת:  , יו − 1x x −       ד. אין 
 ה. להלן סקיצה:  

 
 
 
 
 

   

3xא.  (22    ג. הפונקציה יורדת בכל ת.ה    . ב. אין     

ד.
1 1

,0  , 0,
2 3

   
− −   
   

, 2ה.        3y x= =.   

 ו. להלן סקיצה: 
 
 
 

  

4x , 1א.  (23 x       ב.( )
2

min 2,  , max 2, 6
3

 
− − − 
 

      

2 , 1ג. תחומי עלייה: 2x x −   :4 , 2, תחומי ירידהx x    2אוx  −    

)ד.  )0,0
 

4y , 1 , 0)אסימפטוטות:    x x= = =).   

 ה. להלן סקיצה:  
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 ב.      xא. כל   (24
1 1

min 1,  , max 3,1
2 2

   
− −   

   
    

1xג. עולה:        3אוx  3, יורדת:   − 1x−         .ד( ) ( )3,0 , 0,0
 

1y)אסימפטוטה:    =.) 

 :  ה. להלן סקיצה
 
 
 
 
 

 

0xא.  (25     .ב ( ) ( )min 1, 0.25  , max 1, 2.25− − − 

1x , 1ג. עולה:   x −   ,  :1 , 0יורדת 1x x −       .ד( ) ( )0.5,0 , 2,0
 

0xה.        =. 

 ו. להלן סקיצה:  
 
 
 
 
 

 

3xא.  (26          ג. הפונקציה עולה בכל תחום הגדרתה     ב. אין   

)ד.  ) ( )0, 2 , )ה. אין, יש נקודת אי הגדרה ששיעוריה         −2,0 )3,1. 

  :. להלן סקיצהו
 
 
 
 

 

1xא.  (27         ג. הפונקציה עולה בכל תחום הגדרתה      ב. אין 

)ד.  ) ( )0, 2 , 1y , 1  ה.     −2,0 x= = : , יש נקודת אי הגדרה −
1

1,
2

 
− 

 
. 

 :  ו. להלן סקיצה
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)א. (28 ) 2

4
 , 1

x
f x a

x

+
= 8ב. עולה:        = 0x−     :0 , 8יורדתx x −     

) ג. )4,0−
 

0x , 0ד.          y= =.   

 ה. להלן סקיצה:  
 
 
 
 

 

2xא.  (29        .ב( )max 0,0
 

0x , 2ג. יורדת:     x  ,  :0 , 2עולהx x −     

)ד.  1.5x , 2.  ה     0,0( y=    ו. להלן סקיצה:  .=

 
 
 
 
 

 

2aא.  (30 =      .ב( ) ( )1,0  , 0,4     

4ג. המשיק:   4y x= − )אשר עובר בנקודה   + )נקודת החיתוך:   .1,0( )1,0 . 

5xא.  (31  ) ב.    − ) ( )min 1, 0.5  , max 9, 24.5− − − −    

1x , 9ג. עולה:   x −  9 , 5יורדת:  , − 1x x − −   −   

)ד. ) ( )
1

2,0 , ,0 , 0, 0.2
3

 
− − 

 
5xה.      =  ו. להלן סקיצה:     .−

 
 
 
 

 

1xא.  (32      .1 , 1בx y= )ג.      = ) ( ),0 , 0,a a      .דi  .1a   ii  .2a =. 

3aא. (33 = i.2xב.      − 
 

     ii.( )0, 3−
 
     iii.  ( ) ( )max 0, 3  , min 4,5− 

iv .2x 2xג.     =       .3ד 5k−  . 

Aא.  (34 1= 2xב.     −        .ד( )0, 2.5−       

 ו. לא         יצה:  ה. להלן סק
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)א. (35 )
2

2

3 20 28
 , 3

6

x x
f x a

x

− +
= =

+
 .x, כל  

) ב. )
1

min 3,  , max 2,8
3

 
− − 

 
3x , 2ג. עולה:         x − ,   :2יורדת 3x−      

)ד. )
2 2

2,0 , 0, 4 , 4 ,0
3 3

   
   
   

      : ה. להלן סקיצה       

ו.  
1

8 ,  , 3
3

k = −. 

3kב. (36 = )ג.       − ) ( )3,0 , 3,0−
 

1yד.      =  ה. באף נקודה.       −

 ו. להלן סקיצה:  
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 :חקירת פונקצית שורש

 : שאלות

)  :נתונה הפונקציה (37 ) 3f x x=  . חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: −

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

   הפונקציה עם הצירים.מציאת נקודות החיתוך של גרף   .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.   .ה

 . שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה .ו
 

):  נתונה הפונקציה (38 ) ( )4 1f x x x= −  . חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: −

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 הפונקציה. כתיבת תחומי העלייה והירידה של  .ג

   מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.   .ה

 . שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה .ו

 

):  נתונה הפונקציה (39 ) 6f x x x=  . חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: −

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 תיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה. כ .ג

   מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. .ד

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה
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)  :נתונה הפונקציה (40 ) 2

4

3

x
f x

x
=

+
 . חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום ההגדרה.  .א

 הפונקציה. מציאת נקודות הקיצון של  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

   מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.  .ה

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ו

 

)  :נתונה הפונקציה (41 )
29 x

f x
x

−
 . חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: =

 דרה. מציאת תחום ההג .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

   מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.  .ה

 שרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ו

 

) נתונה הפונקציה הבאה: (42 )
2

2

2x x
f x

x

−
=. 

 ההגדרה של הפונקציה? מה הוא תחום  .א

 מצא את נקודות קיצון של הפונקציה וקבע את סוגן.    .ב

 .x- מצא את נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ג

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ד

 

) הפונקציה הבאה:נתונה   (43 )
2 4x

f x
x

−
=. 

 .x- הפונקציה עם ציר המצא את נקודת החיתוך של  .א

 ? x- האם ניתן להעביר משיק לגרף הפונקציה המקביל לציר ה .ב
 נמק והראה חישוב מתאים.

 לגרף הפונקציה העובר דרך נקודת החיתוך   כתוב את משוואת המשיק .ג
 .x- שלה עם ציר ה

 את שטח המשולש הכלוא בין המשיק והצירים. חשב  .ד
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) הפונקציה הבאה:נתונה   (44 )
3

1

x
f x

x

+
=

−
. 

 תחום הגדרה של הפונקציה? מהו   .א

 נקודות יש לגרף הפונקציה שהמשיק העובר דרכן מקביל לציר  כמה  .ב
 . ? מצא אותןx- ה

 משוואות המשיקים בנקודות שמצאת בסעיף הקודם. את כתוב  .ג

 

)  הפונקציה:נתונה   (45 )
29 x

f x
x

−
 חקור לפי הסעיפים הבאים: . =

 מציאת תחום הגדרה.  .א

 מציאת נקודות קיצון של הפונקציה.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.  .ד

 סימפטוטות המקבילות לצירים.  מציאת א  .ה

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.   .ו

 

) נתונה הפונקציה הבאה: (46 )
2

6

9

ax
f x

x

+
=

−
,a  .פרמטר 

 . y- מעבירים משיק לגרף הפונקציה בנקודת החיתוך שלה עם ציר ה

3ידוע כי הוא מקביל לישר:  0y x− =. 

 .aמצא את ערך הפרמטר   .א

 כתוב את תחום ההגדרה של הפונקציה. .ב

 מצא את נקודת הקיצון של הפונקציה.  .ג

 כתוב את התחומי העלייה והירידה של הפונקציה. .ד

 

)  שתי הפונקציות הבאות:נתונות  (47 ) ( ) , 
 

x x k
f x g x

xx k

−
= =

+
, (k  .)פרמטר חיובי

0.8xידוע כי הפונקציות חותכות זו את זו בנקודה שבה:  =. 

 .kאת  מצא  .א

 האם הפונקציות נחתכות בנקודה נוספת מלבד לנקודה הנתונה?   .ב
 אם כן מצא אותה. 

)מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה   .ג )f x   :0.52בנקודה שבהx =. 
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) נתונה הפונקציה הבאה: (48 )
2

kx
f x

k x
=

−
, k  .פרמטר חיובי   

 ענה על הסעיפים הבאים:  .א

i.   בטא באמצעות( ?מהו תחום ההגדרה של הפונקציהk.) 

ii.  ?מהן האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה 

 בתחום הגדרתה.  kהראה כי הפונקציה עולה עבור כל ערך של   .ב

. x- ת משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודת החיתוך שלה עם ציר הכתוב א  .ג
 (.k)בטא באמצעות  

המשיק אשר מצאת בסעיף הקודם חותך את אחת האסימפטוטות של   .ד
 x- . ידוע כי שטח המשולש הכלוא בין המשיק, ציר הAהפונקציה בנקודה 

Sיח"ש  4והאסימפטוטה הנ"ל הוא:   .k. מצא את ערך הפרמטר  =

 

)  נתונה הפונקציה: (49 )
2

4

x
f x

x

+
=

+
)  .  מגדירים פונקציה נוספת: ) ( )g x f x=. 

)כתוב בצורה מפורשת את הפונקציה   .א )g x. 

)לפניך מספר טענות המתייחסות לפונקציות   .ב )f x ו -( )g x . 

 קבע אילו מהטענות הבאות נכונות ואלו אינן נכונות.  
 הצדק את קביעותיך באמצעות חישוב מתאים: 

i. גדרה זהה. לפונקציות תחום ה 

ii.   .שתי הפונקציות עולות בכל תחום הגדרתן 

iii. שתי הפונקציות חותכות את ציר ה -x באותה נקודה. 

iv.  .לשתי הפונקציות יש אסימפטוטה משותפת 

 .y- מצא את נקודות החיתוך של כל פונקציה עם ציר ה .ג

 והחליט לטעון את הטענה הבאה: ב'  -אסף פתר את סעיפים א' ו

)היות והפונקציה   )g x   :מוגדרת להיות( ) ( )g x f x=   אזי ניתן למצוא את 

)של כל נקודה שעל גרף הפונקציה   y- שיעור ה )f x   ע"י כך שנמצא תחילה את 

)על הגרף של   xשל הנקודה בעלת אותו שיעור   y- שיעור ה )g x .ונעלה אותה בריבוע 

 האם אסף צודק? נמק בצורה איכותית )חישובים אינם נדרשים( את שיקולך.  .ד
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) לפניך הפונקציות הבאות: (50 ) ( ) , 
1 1

x x
f x g x

x x
= =

− −
. 

 קבע אילו מהטענות הבאות נכונות ואלו אינן נכונות.   .א
 הצדק את קביעותיך באמצעות חישוב מתאים: 

i.  .לשתי הפונקציות יש את אותו תחום ההגדרה 

ii.   :לשתי הפונקציות יש נקודות קיצון הנמצאות על הישרy x=. 

iii.   .הפונקציות לא חותכות זו את זו 

)  ת והיא:מגדירים פונקציה נוספ ) ( )( )
2

h x g x= . 

)כתוב באופן מפורש את הפונקציה החדשה:   .ב )h x . 

) האם תחום ההגדרה של הפונקציה .ג )h x   זהה לשל( )g x? 

 הסמוך ישנם שני גרפים.  באיור  .ד
 קבע על סמך הסעיפים הקודמים איזו פונקציה כל גרף  

) מתאר מבין הפונקציות: ) ( ) ( ) ,  , f x g x h x .נמק את בחירותיך  . 

 

)  לפניך שלוש פונקציות: (51 ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

22
0  ,  ,  , 

x k x
k f x x k x g x h x

xk x

−
 = − = =

−
. 

קבע אילו מהטענות הבאות נכונות ואלו אינן נכונות. הצדק את קביעותיך   .א
 באמצעות חישוב מתאים:

i.   לפונקציות( )f x ו -( )g x  של  תחום הגדרה זהה, השונה מתחום ההגדרה( )h x. 

ii. קיימת פונקציה אשר אינה חותכת את ציר ה -x .כלל 

iii.   :הפונקציות( )h x ו -( )g x   הפוכות זו מזו בתחומי העלייה והירידה שלהן

 )כאשר אחת עולה השנייה יורדת(. 

iv.   :לפונקציה( )f x  .יש נקודת קיצון אחת בלבד 

)  מסמנים נקודה )A 0,  . ידוע כי מרחקה מאחת מנקודות החיתוך  y- ציר ה על 12

)של גרף הפונקציה   )f x  עם ציר  ה -x   :6שאינה בראשית הואd =. 

 .kמצא את   .ב

 מצא את נקודות הקיצון של גרף   .ג

)הפונקציה   )f x .וקבע את סוגן   

 לפניך איור ובו מסורטטות הסקיצות של   .ד
 שלושת הפונקציות. 

 קבע עפ"י הסעיפים הקודמים איזה גרף  
 שייך לכל פונקציה. 
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 תשובות סופיות: 

3xא.  (37       .ב( )min  ג. הפונקציה עולה בכל ת.ה.     קצה    3,0

)ד.   ו. להלן סקיצה:      ה. אין.    3,0(

 
 
 
 

1xא.  (38       .ב ( ) ( )max 1,0  , min 2,  קצה     −2

2xג. עולה:    ,   :1יורדת 2x .  .ד( ) ( )1,0 , 4,0
 

 ה. אין.    

 ו. להלן סקיצה:  
 
 
 
 

 

6xא. (39    .ב ( ) ( )min 6,0  , max 4,4    קצה    2

4xג. עלייה:   :4, ירידה 6x        .ד( ) ( )6,0 , 0,0.      

  ה. להלן סקיצה:
 
 
 
 
 

 

0xא.  (40   .ב ( ) ( )min 0,0  , max  קצה    1,1

0ג. עולה:    1x ,     :1יורדתx      .ד( )0,0
 

0yה.      = . 

 ו. להלן סקיצה:  
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3א.  (41 3x−       0וגםx       .ב( )max ),  קצה −3,0 )min  קצה  3,0

3 , 0יורדת: , xג. עולה: אף   3x x −             .ד( ) ( )3,0 , 3,0−  

0xה.    ו. להלן סקיצה:    .=
 
 
 
 

 

2x , 0א.  (42 x  .ב ( )
1

min 2,0  , max 3,
27

 
 
 

)ג.      )2,0. 

 ד. להלן סקיצה:  
 
 
 
 
 

)א.  (43 2ג.  ב. לא        2,0( 2 4 2y x= 4ד.       − 2S =. 

0x , 1א.  (44 x      .ב( )9,6
 

6yג.       =. 

3א.  (45 3x−      0וגםx       .ב( )max )קצה,  −3,0 )min  קצה    3,0

3, יורדת:   xג. עולה: אף   3x−     0וגםx         .ד( ) ( )3,0 , 3,0−     

0xה.  ו. להלן סקיצה:      =
 
 
 
 

 

1aא.  (46 3ב.      = 3x−     .ג( )1.5, 3−     

3ד. יורדת:  1.5x−   1.5עולה:  ,  − 3x−  .    

0.48kא.  (47 )ב. כן,       = )0.6,0.57
 

0.74ג.     0.1352y x= +. 

i .kא.  (48 x k−         ii  .x k=       .ב( )
( )

2

1.5
2

' 0
k

f x
k x

= 
−

     

yג.  k x=      .4דk =. 
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)א. (49 )
2

4

x
g x

x

+
=

+
  . נכון   ii  . לא נכון  iב.         

iii  נכון .   ivג.     . נכון( ) ( )
1 1

: 0,  , : 0,
2 2

f x g x
  

   
   

         

 ד. אסף צודק.   

)ב.  . נכון    iii  . נכון   ii  . לא נכון  iא.  (50 )
2

1

x
h x

x
=

−
   

)ג. לא,  ) : 1h x x         .ד( ) ( )I  , IIh x f x= =.     

   . נכון   iv  . נכון    iii  . לא נכון    ii  . לא נכון  iא.  (51

24kב.  )ג.  = ) ( )min 0,0  , max 4,32 2      

) ד. ) ( ) ( )I  , II  , IIIg x f x h x= = =. 

1
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 :מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים

 סיכום כללי:

 אסימפטוטה אנכית: 

xהישר:    הגדרה: k=   :הוא אסימפטוטה אנכית של פונקציה מהצורה
( )

( )

f x
y

g x
=  

)אם הוא מקיים:   ) 0g k )וגם:   = ) 0f k :אם:  . בצורה מתמטית
( )

( )
lim
x k

f x

g x+→
= 

 

  

או:  
( )

( )
lim
x k

f x

g x−→
=   :או שניהם אז הישרx k=   הוא אסימפטוטה אנכית לפונקציה

( )

( )

f x
y

g x
=. 

 

 הסבר כללי: 

 שמאפסים את המכנה, אבל לא את המונה יש אסימפטוטה אנכית.  xבעבור ערכי  
 מאפס את המכנה וגם את המונה יש לפרק את המונה והמכנה   xכאשר ערך  

 )על ידי נוסחאות כפל מקוצר או טרינום למשל( ולצמצם.  
עדיין מאפס את המכנה תתקבל אסימפטוטה אנכית,   xאם אחרי הצמצום אותו ערך של  

זה לא מאפס את המכנה אחרי שצומצם אין אסימפטוטה אנכית אלא   xאך אם ערך  
 נקודת אי הגדרה. 

 

 אסימפטוטה אופקית: 

yישר מהצורה:    הגדרה: n=   אסימפטוטה אופקית לפונקציה מהצורה:  הוא
( )

( )

f x
y

g x
=  

אם מתקיים:  
( )

( )
lim
x

f x
n

g x+→
או:   =

( )

( )
lim
x

f x
n

g x−→
 או שניהם.   =

 אופן החישוב הכללי: 

)נתונה הפונקציה   )
...

...

m

n

ax
f x

bx

+
=

+
 )יש בפונקציה קו שבר אחד!(  

mאם  • n .לפונקציה אין אסימפטוטה אופקית , 

mאם  • n=  לפונקציה יש אסימפטוטה אופקית שמשוואתה ,
a

y
b

=. 

m אם • n  0, לפונקציה יש אסימפטוטה אופקית שמשוואתהy =. 

 
 

1
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 לאינסוף: חוקי גבולות 

שואף   xבמקרים רבים נרצה לדעת האם פונקציה מסוימת מתכנסת לערך כלשהו כאשר  
 לערכים ההולכים וגדלים )לאינסוף, או למינוס אינסוף(. 

xשהולכים וגדלים )או קטנים( נרשום:   xעבור ערכי   =  או  x =−   .בהתאמה 

 

 לאחד הקצוות ניתן לחישוב ישיר:  xמצבים בהם ערך הפונקציה בשאיפת   4ישנם 

ל:  הגבו  •
1 1

lim " " 0
x x→

= =


. 

  הגבול: •
0

1
lim
x x→

 ניתן לפיצול לשני מקרים:   

0xאם:  •   מהכיוון החיובי( אז: 0  -)מתקרב ל →+
0

1 1
lim " "

0x x+ +
→

= = +. 

0xאם:  •    מהכיוון השלילי( אז: 0  -)מתקרב ל →−
0

1 1
lim " "

0x x− −
→

= = −. 

 אשר כל אחד מהם שואף   x)מכפלת שני ביטויים של   הגבול מהצורה   •
: לאינסוף בפני עצמו( מקיים = . 

 אשר כל אחד מהם שואף   x)סכום שני ביטויים של   +הגבול מהצורה   •
 .+=לאינסוף בפני עצמו( מקיים: 

 

 מקרים בהם לא ניתן לדעת מהו ערך הפונקציה בלקיחת הגבול בצורה ישירה והם:   3ישנם 

הגבול מהצורה:   •



 (. x)מנת שני ביטויים שהולכים וגדלים עם שאיפת    

הגבול מהצורה:   •
0

0
 (.x  )מנת שני ביטויים שהולכים וקטנים עם שאיפת  

 (.x)הפרש של שני ביטויים שהולכים וגדלים עם שאיפת   −הגבול מהצורה:  •
 למצוא את ערך הגבול עצמו. במקרים אלו נעזר בפישוטים שהוצגו לעיל על מנת 
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 :שאלות

)  :מצא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציה (4 )
1

3
2

f x
x

= +
−

. 

 

)   :צא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציהמ (5 )
2

2

5 1

9

x
f x

x

+
=

−
. 

 

)   :האת האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקצי  צאמ (6 )
2

2

2 5 2

1 3

x x
f x

x

− +
=

+
. 

 

)  מצא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציה: (7 ) 2

3

2 15

x
f x

x x
=

− −
. 

 

)  מצא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציה: (8 )
3

2

6 5 1

1 2

x x
f x

x

− +
=

+
. 

 

)  מצא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציה: (9 )
ax b

f x
x b

+
=

−
.  

 

) מצא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציה: (10 )
2

2

4

3 2

x
f x

x x

−
=

− +
   

 . ואת נקודת אי הרציפות שלה

 

)  מצא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציה: (11 )
2

22 4

x
f x

x x
=

−
 

 . ואת נקודת אי הרציפות שלה

 

)  קבילות לצירים של הפונקציה:צא את האסימפטוטות הממ (12 ) 2

1

4

x
f x

x

−
=

−
. 

 

)  מצא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציה: (13 )
4

x
f x

x
=

−
. 
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)   מצא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציה: (14 )
1

x
f x

x
=

−
. 

 

)  הפונקציה:צא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של  מ (15 )
2x

f x
x x

=
−

. 

 

)  צא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציה:מ (16 )
2

3

5

x
f x

x
=

+
. 

 

)  מצא את האסימפטוטות המקבילות לצירים של הפונקציה: (17 )
2

5

16

x
f x

x
=

−
. 

 

)  :נתונה הפונקציה (18 )
2

2

4 1x
f x

ax x b

+
=

− +
. 

האסימפטוטה האופקית של הפונקציה ואחת האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה  

)נפגשות בנקודה   )1,2− . 

 .b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 

 

)  :נתונה הפונקציה (19 )
8ax

f x
x b x

+
=

+
. 

)הפונקציה חותכת את האסימפטוטה האופקית שלה בנקודה   )16,2. 

  . b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 
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 תשובות סופיות: 

4) 2 , 3x y= =. 

5) 3 , 5x y=  =. 

6) 
2

3
y =.  

7) 3 , 5 , 0x x y= − = =. 

 אין.      (8

9)  , x b y a= =. 

10) 1 , 1x y= )הגדרה:  -נקודת אי, = )2,4. 

11) 
1

2 , 
2

x y= )הגדרה:  -נקודת אי, = )0,0. 

12) 2 , 0x y= =. 

13) 4x =.   

14) 1 , 1x y= = − . 

15) 1 , 2x y= =.   

16) ( )( ) ( )( )lim 3 , lim 3
x x

y f x y f x
→ →−

= = = = −.      

17) 4 , 4 , 5 , 5x x y y= = − = = −. 

18) 3 ,  2b a= − =. 

19) 1 ,  2b a= =     . 

1
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 מציאת נקודות קיצון ותחומי עלייה וירידה:

 :אלותש

)  :נתונה הפונקציה (3 ) 2

6

10 9

x
f x

x x
=

− +
. 

 הן נקודות הקיצון של הפונקציה? מ .א

 והירידה של הפונקציה? מהם תחומי העלייה  .ב
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות: 

א. (3
3 1

min 3,  , max 3, 1
8 2

   
− − −   
   

.    

3 , 1ב. עולה:  3x x −   , :3 , 3יורדת 9x x −  . 

1
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 : מציאת תחום הגדרה

 סיכום כללי:

 .xכל פולינום מוגדר לכל   •

 בפונקציה עם מכנה, אסור שיתקבל אפס במכנה.  •

 בפונקציה עם שורש זוגי, אסור שיתקבל מספר שלילי בתוך השורש.   •

 

 שאלות:

 תחום ההגדרה של הפונקציות הבאות: מצא את  (1

) .א ) 2 1

2
f x x x= ) .ב + ) 3 24 1

2

x
f x x x= − + + 

) .ג ) 3 2 4 1f x x x x= − − ) .ד  + )
2

3

x
f x

x
=

−
 

) .ה ) 2

1

4
f x

x
=

−
) .ו   )

3

2

5 4

1

x x
f x

x

+
=

−
 

) .ז )
2

2 2

x
f x

x x
=

− −
) .ח   )

2

2

1

2 8

x
f x

x x

+
=

− −
 

) .ט ) 2

6

1
f x

x
=

+
) .י  ) 2

4 1

1

x
f x

x

+
=

+
  

) . יא ) 3

1
f x

x x
=

−
) . יב   )

2

3 4

x
f x

x x
=

−
 

 

 מצא את תחום ההגדרה של הפונקציות הבאות:  (2

) .א )f x x= ב. ( ) 2 3f x x= − 

) .ג ) 4f x x= ) .ד  − ) 3 1 2f x x x= − 

) .ה ) 2 3 10f x x x= + ) .ו − ) 2 2f x x x= + −  

) .ז )
5

4

x
f x

x
=

+
) .ח  )

2 5 6

1

x x
f x

x

+ +
=

−
  

) .ט )
2

2

2 3

5 9

x x
f x

x x

+ −
=

+ +
) .י   )

3

2

9

x
f x

x x

−
=

−
 

) . יא )
1

6
f x

x x
=

+ +
) . יב   )

1

2

x
f x

x x

+
=

− −
  

) .יג )
1

1
f x

x
=

−
) . יד  ) 2 3f x x= + − 

1
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 תשובות סופיות: 

3xד.  xכל  ג.   xכל  ב.       xכל   א. (1         .2הx       .1וx      
,1ז. 2x  ,4ח.        − 2x  1,0xיא.   x  כלי.  xט. כל    −      .2,0יבx  . 

0xא. (2       .3בx     .4גx        .ד
1

2
x       .2 , 5הx x −       

1x , 2ו.   x −   .4זx  2 , 3ח.  − 1 , 1x x x − −       .1 , 1.5טx x −      

3י. 0 , 3x x−      .6יא 2 , 2x x−   −  1 , 1יב.      − 2x x        

1יג.   1x−      .7ידx . 

1
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 :תחומי קעירות ונקודות פיתול 

 סיכום כללי:

 הגדרה:  –חומי קעירות  ת

)פונקציה   • )f x   קעורה כלפי מטה )קמורה( בתחום 0 1,x x   אם לכלx   בתחום הנ"ל

 המשיק לפונקציה נמצא מעל לגרף הפונקציה.  

)למצוא תחום שבו:   עירות כלפי מטה יש כדי למצוא תחומי ק )'' 0f x  . 

)פונקציה   • )f x   קעורה כלפי מעלה )קעורה( בתחום 0 1,x x   אם לכלx   בתחום הנ"ל

 המשיק לפונקציה נמצא מתחת לגרף הפונקציה.  

):  יש למצוא תחום שבו  מעלהקעירות כלפי   כדי למצוא תחומי )'' 0f x  . 

 

 הגדרות: –נקודת פיתול  

  נקודת פיתול היא נקודה שבה הפונקציה עוברת מתחום קעירות כלפי מטה לקעירות •
 כלפי מעלה ולהיפך.  

)נקודת פיתול מקיימת:   • )'' 0f x סימנו בתחום   כאשר ערך הנגזרת השנייה משנה את =

 המאפסת אותו.    שלפני ואחרי הנקודה

 בנקודת פיתול המשיק לגרף הפונקציה חותך אותה ולא רק משיק לה מכיוון אחד.   •

 

 :שאלות

)  מצא את נקודות הפיתול ואת תחומי הקעירות של הפונקציה: (52 ) 4 3 26 12f x x x x= − +. 

 

)  :צא את נקודות הפיתול ואת תחומי הקעירות של הפונקציהמ (53 ) 2

3 2x
f x

x

−
=. 

 

) צא את נקודות הקיצון והפיתול של הפונקציה:מ (54 )
2

1

x
f x

x
=

−
. 

 

) מצא את נקודות הקיצון והפיתול של הפונקציה: (55 ) ( )
3

2f x x x= −. 

 
  

1
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)  נתונה הפונקציה: (56 ) 2

a
f x

x b
=

+
   ,,a b  .פרמטרים 

)הנקודה    )1 ,  היא נקודת פיתול של הפונקציה.    −1 

a,מצא את ערכי הפרמטרים  b. 

 

)  נתונה הפונקציה: (57 ) 2

1 1
2f x

x x
= −  חקור את הפונקציה לפי הסעיפים הבאים: . +

 מציאת תחום הגדרה.  .א

 מציאת נקודות קיצון של הפונקציה.  .ב

 הירידה של הפונקציה. י העלייה ו כתיבת תחומ .ג

 מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.  .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.  .ה

 פיתול. מציאת נקודות   .ו

 מציאת תחומי הקעירות כלפי מעלה ומטה.   .ז

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.   .ח

 

)  נתונה הפונקציה: (58 )
2x

f x
x x

=
−

 עיפים הבאים: ציה לפי הס ר את הפונקחקו . 

 מציאת תחום הגדרה.  .א

 מציאת נקודות קיצון של הפונקציה.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 ת החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. מציאת נקודו .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.  .ה

 מציאת נקודות פיתול.  .ו

 מציאת תחומי הקעירות כלפי מעלה ומטה.   .ז

 ה של גרף הפונקציה.  סקיצ   סרטוט .ח
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 חקור את הפונקציות הבאות לפי הסעיפים הבאים: (59

i.  .מציאת תחום הגדרה 

ii.  .מציאת נקודות חיתוך עם הצירים 

iii.  .מציאת נקודות קיצון וקביעת סוגן 

iv.  .מציאת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה 

v.  .מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים 

vi. נקציה. מציאת נקודות הפיתול של הפו 

vii.   .מציאת תחומי הקעירות של הפונקציה 

viii.   .סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה 

) .א ) 2

1x
f x

x

−
) .ב = )

( )

2

2

2

1

x
f x

x
=

+
 

) .ג )
3

2 4

x
f x

x
=

−
) .ד  )

( )

3

2
1

x
f x

x
=

+
 

) .ה )
3

1

1

x
f x

x

+ 
=  

− 
) .ו  )

( )( )

2 1

2 5

x
f x

x x

−
=

− −
 

) .ז )
2

2

4 3

4

x x
f x

x

− +
=

−
) .ח  )

3 2

2 1

x x
f x

x

−
=

−
 

 . vii-ו viז יש לבצע חקירה ללא סעיפים - הערה: בסעיפים ו ו
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 תשובות סופיות: 

52) ( ) ( )1,7 , 2x, קעירות כלפי מעלה:  2,16    1אוx    :1,  קעירות כלפי מטה 2x   . 

53)  ( 2x, קעירות כלפי מעלה:   2,1(   :0, קעירות כלפי מטה 2x . 

)קיצון:   (54 )min פיתול:, 2,4
8

4,
3

 
 
 

.     

קיצון: (55
1 27

min ,
2 16

 
− 

 
)פיתול:  , ) ( )1, 1 , 2,0−. 

56)  4 , 3a b= =.     

0xא. (57      .ב
1

max 2,2
4

 
 
 

0ג. עולה:        2x     :0 , 2יורדתx x  

)ד. )
1

,0 , 1,0
2

 
− 

 
2x , 0ה.         y= ו.    =

2
3,2

9

 
 
 

  . 

3xז.  קעירות כלפי מעלה:    :0,  קעירות כלפי מטה 3x . 
 סקיצה:ח. להלן  

 
 
 
 

 

1א. (58 0x        .ג. יורדת בכל תחום הגדרתה.       ב. אין  

2x , 1ה.    ד. אין.    y= )אי הגדרה:  נקודת  = ו. .   0,0(
1

, 1
9

 
− 

 
     

1xז. קעירות כלפי מעלה:       או
1

0
9

x  :קעירות כלפי מטה ,
1

1
9

x . 

 להלן סקיצה:   ח.
 
 
 

 

i .0x. א (59     ii  .( )1,0      iii  .0 , 0x y= =      iv .( )max 2,0.25       

v  :0. עולה 2x  ,  :2 , 0יורדתx x       vi. 
2

3,
9

 
 
 

       

vii  :3. קעורה כלפי מעלהx  , :0 , 0קעורה כלפי מטה 3x x       . 

i.1xב.   −      ii  .( )0,0        iii  .1 , 2x y= − =    iv .( )min 0,0     
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v  :1 , 0. עולהx x  1יורדת:  ,  − 0x−          vi .
1 2

,
2 9

 
 
 

     

vii:קעורה כלפי מעלה .  
1

1 , 1
2

x x − −   ,  :קעורה כלפי מטה
1

2
x   . 

i  .2xג.         ii  .( )0,0      iii  .2x =       

iv.( ) ( )min 12,5.2  , max 12, 5.2− −. 

v :12 , 12. עולהx x − ,  :12  יורדת 2 , 2 2 , 2 12x x x−   − −     

vi .( )0,0    .     

vii :2. קעורה כלפי מעלה 0 , 2x x−    ,:0 , 2  קעורה כלפי מטה 2x x −   . 

i.1xד.   −      ii  .( )0,0      iii  .1x = −       iv.( )max 3, 6.75− −     

v :1 , 3. עולהx x −  3יורדת:  , − 1x−   −       vi .( )0,0     

vii  :0. קעורה כלפי מעלהx  ,:1 , 1  קעורה כלפי מטה 0x x − −    . 

i  .1xה.       ii.( ) ( )1,0 , 0, 1− −      iii  .1 , 1x y= =      iv   .אין . 

v  .יורדת בכל ת.ה .   vi.( )
1

3, , 1,0
8

 
− − 
 

       

vii3 , 1  כלפי מעלה:  . קעורה 1x x −   1 , 3  קעורה כלפי מטה:, − 1x x − −  . 

i  .2,5xו.        ii.( ) ( ) ( )0, 0.1 , 1,0 , 1,0− −          iii .2 , 5 , 1x x y= = =  

iv.( ) ( )min 0.359, 0.11  , max 2.78, 3.89− −       

v:0.359  . עולה 2 , 2 2.78x x     ,:2.78 , 0.359  יורדת 5 , 5x x x    . 

i.2xז.         ii.( ) ( ) ( )3,0 , 1,0 , 0, 0.75−         iii .2 , 1x y=  =    

iv .אין .   v   .יורדת בכל ת.ה . 

i  .1xח.        ii  .( )0,0     iii.  1x = −       iv.( ) ( )min 0,0  , max 2, 4− −  . 

v:0 , 2 , 1  . עולהx x x  −  ,  :2יורדת 1 , 1 0x x−   − −     

vi   .אין .   vii:1 , 1  . קעורה כלפי מעלהx x  1xקעורה כלפי מטה:  ,  −  −. 
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 קיצות: ס

  .ב  .א
 
 
 
 
 
 
 
 

  .ד  .ג
 
 
 
 
 
 
 
 

  .ו  .ה
 
 
 
 
 
 
 

  .ח  .ז
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פרק 17 - חשבון דיפרנציאלי - הקשר שבין גרף הפונקציה וגרף הנגזרת

תוכן העניינים
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פרק 18 - חשבון דיפרנציאלי - חקירת פונקציות טריגונומטריות

תוכן העניינים

1. גזירה של פונקציות טריגונומטריות י 206

2. הגדרות כלליות י 208

3. חקירת פונקציה טריגונומטרית י 210

4. מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים י 218

5. מציאת נקודות פיתול ותחומי קעירות י 219

6. מציאת נקודות קיצון י 220

7. מציאת תחום ההגדרה של פונקציות טריגונומטריות י 221

8. שאלות עם משיקים י 222
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 : גזירה של פונקציות טריגונומטריות

 :שאלות

 גזור את הפונקציות הבאות:  (1

) .א ) sin 3cosf x x x x= + ) .ב  + ) 2 sin 4tanf x x x x= +  

) .ג )
sin

1 sin

x
f x

x
=

+
  

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (2

) .א ) sin3 2cos5f x x x= ) .ב  + )
cos 2

1 sin 2

x
f x

x
=

+
  

 

 הבאות: גזור את הפונקציות  (3

) .א ) 3sinf x x=  ב. ( ) 42cosf x x=  

) .ג ) 2sinf x x= ד. ( ) 3sin 2f x x= 

) .ה ) 2cos 2f x x= ו. ( ) 2tan 4f x x= 

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (4

) .א ) sin3f x x=  ב. ( )
sin 2

cos 2

x
f x

x
=  

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (5

) .א ) 2 2sin cosf x x x= ) .ב  − ) 4 4sin 2 cos 2f x x x= −  

) .ג ) 4 4sin cosf x x x= +  
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 תשובות סופיות:

cos.א (1 3sin 1x x− ב.         +
2

4
2sin 2 cos

cos
x x x

x
+ ג.   +

( )
2

cos

1 sin

x

x+
  

3cos3א. (2 10sin5x x−       .ב
2

1 sin 2x
−

+
. 

23sinא. (3 cosx x     .38בcos sinx x−     .גsin 2x    

26sinד. 2 cos 2x x        .2הsin4x−     .ו
2

8 tan 4

cos 4

x

x
  . 

א. (4
3cos3

2 sin 3

x

x
ב.         

2cos 2 1

cos 2 cos 2

x

x x

+
.     

2sinא.  (5 2x        .4בsin 4x        .גsin4x−. 
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 הגדרות כלליות:

 סיכום כללי:

sinyית הסינוס  יגרפי של פונקצ תיאור  x=: 

 
cosyית הקוסינוס  יגרפי של פונקצ תיאור  x=: 

 
tanyית הטנגנס  יגרפי של פונקצ תיאור  x=: 
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 : הנגזרות הטריגונומטריות היסודיות

 הנגזרת  הפונקציה 

siny x= ' cosy x= 

cosy x= ' siny x= − 

tany x= 
2

1
'

cos
y

x
=  

coty x=  
2

1
'

sin
y

x
= − 

 

 זוגיות של פונקציות:

)פונקציה   • )f x   :תקרא זוגית אם היא מקיימת את התכונה הבאה( ) ( )f x f x= −. 

)פונקציה   • )f x  זוגית אם היא מקיימת את התכונה הבאה:  -תקרא אי( ) ( )f x f x= − −. 

 זוגית. -אינה זוגית ואינה איפונקציה אשר אינה מקיימת אף אחת מהתכונות הנ"ל  •
 

 מחזוריות של פונקציות: 

)פונקציה   (1 )f x  תיקרא מחזורית במחזורT  :אם היא מקיימת( ) ( )f x T f x+ = 

 בתחום הגדרתה.   xלכל  

 טריגונומטריות:מחזור של פונקציות  (2

)  הפונקציה • ) sinf x x=    2מחזורית במחזורT =   :שכן( )sin 2 sinx x+ = . 

)הפונקציה   • ) cosf x x=   2מחזורית במחזורT =   :שכן( )cos 2 cosx x+ = . 

)הפונקציה   • ) tanf x x=   מחזורית במחזורT = :שכן( )tan tanx x+ =
 

 . 

)הפונקציה   • ) cotf x x=   מחזורית במחזורT =   :שכן( )cot cotx x+ = . 
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 :חקירת פונקציה טריגונומטרית

 :שאלות

)נתונה הפונקציה:   (23 ) 2cosf x x x= בתחום   + 0,2 . 

 חקור לפי הסעיפים הבאים:

 ציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  מ .א

 מציאת נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של גרף הפונקציה.  .ג

 .y- הפונקציה עם ציר החיתוך של גרף  מציאת נקודת ה  .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.   .ה

 מציאת נקודות פיתול.  .ו

 מציאת תחומי הקעירות כלפי מעלה וכלפי מטה של הפונקציה.   .ז

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ח

 

)נתונה הפונקציה:    (24 )
1 1

sin cos
f x

x x
= בתחום  + 0, . 

 הסעיפים הבאים:חקור לפי 

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.   .א

 מציאת נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של גרף הפונקציה.  .ג

 בתחום הנתון.   x- מציאת נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 ילות לצירים.  מציאת אסימפטוטות המקב .ה

 רף הפונקציה.  סרטוט סקיצה של ג .ו

 

)נתונה הפונקציה:  (25 ) 4sin 2 2f x x= 0בתחום  − x  . 

 . מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה עם הצירים בתחום הנתון .א

 מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה בתחום הנתון וקבע את סוגן.  .ב

 ונקציה.  סרטט סקיצה של גרף הפ .ג

yמעבירים את הישר   .ד k=   היעזר בסקיצה ומצא לאילו ערכיk   הישר יחתוך 
 את גרף הפונקציה בשתי נקודות בדיוק.  

 העבירו ישר המשיק לפונקציה בנקודת המקסימום המוחלט שלה.   .ה
  .xנך לציר  כמו כן העבירו מנקודה זו א

 מצא את שטח המלבן הנוצר על ידי הצירים, המשיק והאנך.  
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)נתונה הפונקציה:  (26 ) 2cos cos 2f x x x= − 0בתחום: − 2x   . 

 . חיתוך של גרף הפונקציה עם הציריםמצא את נקודות ה .א

 מצא את נקודות הקיצון של גרף הפונקציה וקבע את סוגן.   .ב

 יה והירידה של הפונקציה. חומי העלי כתוב את ת .ג

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ד

 

)תונה הפונקציה: נ (27 )
1

1 3 , cos sinm f x x mx
m

  = + ( ,m   .)פרמטר 

הנגזרת של הפונקציה מתאפסת כאשר:  
2

x


= −. 

 .mמצא את ערך הפרמטר   .א

:  ודה שבההאם הנק .ב
2

x


=  היא נקודת קיצון? אם כן קבע את סוגה.   −

 אם לא נמק מדוע. 

0מצא כמה נקודות קיצון מקומיות יש לגרף הפונקציה בתחום:   .ג 2x   . 

 בתחום הנתון.  x- מצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 

)נתונה הפונקציה הבאה: (28 )cos sin 1y x x=  0בתחום:     + 1.5x  . 

 מצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.  .א

 נקודות הקיצון של גרף הפונקציה. מצא את   .ב

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ג

)כמה פתרונות יש למשוואה:   .ד )cos sin 1 1x x +  ? הנתון   בתחום =

 

)נתונה הפונקציה:  (29 ) 2sin cos 1f x x x= + −. 

צא בתחום  מ .א 0,   את נקודות החיתוך עם הצירים של הפונקציה 

 ואת נקודות הקיצון שלה.

 הוכח שהפונקציה זוגית.  .ב

שרטט את הפונקציה בתחום   .ג , −. 
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)נתונה הפונקציה:   (30 ) 4 3tanf x x x=  בתחום −
2

,
6 3

  
− 
 

 . 

 : הבאיםאת הפונקציה על פי הסעיפים חקור  

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.   .א

 מציאת נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של גרף הפונקציה.  .ג

 .y- מציאת נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 מציאת אסימפטוטות אנכיות.   .ה

 מציאת נקודות פיתול.  .ו

 כלפי מעלה ומטה.   מציאת תחומי קעירות .ז

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ח

 

)נתונה הפונקציה:  (31 ) tan 2 8sin 2f x x x= 0.25 בתחום: − 0.25x −  . 

 תון. מצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים בתחום הנ .א

 כתוב את האסימפטוטות האנכיות של גרף הפונקציה.  .ב

 ף הפונקציה בתחום הנתון. מצא את נקודות הקיצון של גר .ג

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה בתחום הנתון.  .ד

 

)  נתונה הפונקציה: (32 ) ( )2tan 4f x x x= בתחום   − 0,4 . 

 : חקור את הפונקציה על פי הסעיפים הבאים

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  .א

 הפונקציה. מציאת נקודות הקיצון של גרף   .ב

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.   .ג
 

)נתונה הפונקציה:  (33 ) cosf x x x x= 3בתחום:   − 3x −  . 

 .    x- צא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר המ .א

 ענה על הסעיפים הבאים: .ב

i.  הפונקציה עם ציר ההראה כי נקודות החיתוך של גרף -x   הנגזרת של
 הפונקציה מתאפסת.  

ii.   :ידוע גם כי( ) ( )' 3.67 0 , ' 3.67 0f f= − וכי אין נקודות נוספות בתחום   =

נקודות החיתוך   , מביןקבע אלו נקודות. הנתון שבהן הנגזרת מתאפסת
 .  קיצוןהן נקודות קיצון ואלו אינן נקודות  ,תשמצא

 סוג הקיצון בכל מקרה.מצא את 
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)נתונה הפונקציה:  (34 )
2

cosy x k= +  ,k  :0פרמטר, בתחום 2x   . 

בנקודה שבה   x- הפונקציה חותכת את ציר ה
2

3
x


=. 

 וכתוב את הפונקציה.  kמצא את   .א

 מצא את נקודת המקסימום שאיננה מוחלטת בתחום הנתון.  .ב

 האם יש לגרף הפונקציה נקודות מינימום שאינן מוחלטות? אם כן מהן?  .ג

 

)נתונה הפונקציה:  (35 ) 2sin cosf x m x k x= +( ,m  .)פרמטר 

xמעבירים משיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה   =  :6שמשוואתו 6 7y x = − + +. 

 .m- ו kמצא את ערכי הפרמטרים  .א

0.5מצא את נקודות הקיצון בתחום:  .ב 1.5x −  . 

הפונקציה וקבע עפ"י הסקיצה בכמה נקודות גרף  ה של גרף סרטט סקיצ .ג
 בתחום הנ"ל.  x- הפונקציה חותך את ציר ה

 

)נתונה הפונקציה:  (36 ) tanf x x kx= + ( ,k  :בתחום )0פרמטר x  . 

 פונקציה בתחום הנתון. האנכית של ה  מצא את האסימפטוטה  .א

)הפונקציה:   ) 2tang x x kx= )חותכת את הפונקציה   + )f x   בשתי נקודות החיתוך 

 בתחום הנתון.  x- שלה עם ציר ה

)מצא את ערך הפרמטר   .ב )0  , k k. 

)מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה   .ג )f x  .בתחום הנתון וקבע את סוגן 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .ד )f x. 
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)לפניך הפונקציות הבאות: (37 ) ( )cos 1 , cosg x x f x x= + = −.  

)הפונקציה   )f x 0.5מוגדרת בתחום 1.5x     והפונקציה( )g x מוגדרת   

0בתחום   2x  .   

 בתחום הנתון?  הראה חישוב מתאים. x- אם הגרפים חותכים את ציר הה .א

 החיתוך. האם הגרפים חותכים זה את זה בתחום הנתון? אם כן מצא את נקודות   .ב

)מצא את נקודת הקיצון של הפונקציה   .ג )f x  .בתחום הנתון וקבע את סוגה 

   . i , ii ,iii  ,iv לפניך ארבעה איורים:  .ד

)קבע על סמך הסעיפים הקודמים איזה איור מתאר את הגרף של   )f x  ואיזה

)מתאר את הגרף של   )g x.נמק . 

i.  
 
 
 

ii.  

iii.  
 
 
 
 

iv.  
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 סופיות:תשובות 

0א. (23 2x  . 

)ב. )max 2 ,2 2  )קצה,   + )
5 5

min 0,2  , max , 3  , min , 3
6 6 6 6

 
 

   
+ −   

   
 קצה.  

ג. תחומי עלייה:
5

2
6

x


    0  או
6

x


  ,  ה: תחומי יריד
5

6 6
x


 

 
.  

)ד.  ו.  אין.     ה.  .0,2(
3 3

,  , ,
2 2 2 2

      
   
   

.      

  ז. קעירות כלפי מעלה:
3

2 2
x


   ,   :קעירות כלפי מטה

3
2

2
x


      0או

2
x


 . 

0.   א (24  ; 
2 2

x x
 

           .בmin ,2 2
4

 
 
 

. 

 ,    ג.  תחומי עלייה:
4 2 2

x x
  

         :0תחומי ירידה
4

x


    

ד.  
3

,0
4


 
 
 

 ,   , 0ה. אנכית:          
2

x x x


= = =   . 

)א. (25 )
5

0, 2  , ,0  , ,0
12 12




   
−    

   
. 

)ב. ) ( )
3

min 0, 2 ,max ,2 min , 6 ,max , 2
4 4

 


   
− − −   

   
     .  

6ד.  2k−      2וגםk  ה.        −
2


. 

)א. (26 ) ( ),0 , 0, 2 −       

)ב. ) ( ) ( )
2

max 0, 2 ,min , 2.25 ,max ,0 ,min 1 , 2.25 ,max 2 , 2
3 3


  

   
− − − −   

   
 . 

ג. עולה: 
2

 , 1 2
3 3

x x


      , :יורדת  
2

0  , 1
3 3

x x


    . 

  ות     נקוד  2ג.  ב. נקודת פיתול           =2mא. (27

)ד. ) ( )0.5 ,0 , 1.5 ,0 . 

)א. (28 )
3

,0  , ,0  , 0,1
2 2

    
   
   

)ב.       ) ( )
5

0,1 , ,1.29 , , 1.29 , 1.5 ,0
6 6


 

   
−   

   
   

 פתרונות.   2ד. 

)א. חיתוך:  (29 ),0 , 0,0
2

 
 
 

)קיצון:   ,  )min , 2 )קצה,   − )
1

min 0,0 , max ,
3 4

 
 
 

 קצה.    
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א. (30
2

6 3
x


−      וגם

2
x




 
    

ב.
2

min ,13.57
3


 
 
 

minקצה,   , 0.36 ,max ,0.36
6 6

    
− −   
   

 קצה     

ג.  תחומי עלייה:   
6 6

x
 

−     :תחומי ירידה   ,
2

6 3
x


     וגם

2
x


  . 

)ד.   ה. אנכית:       0,0(
2

x


)ו.      = )0,0    

ז. קעירות כלפי מעלה:   
2

2 3
x


     0או

6
x


−    :0, קעירות כלפי מטה

2
x


 . 

)א. (31 ) ( )0,0 , 0.23 ,0      .0.25בx =  . ג.min , 27  , max , 27
6 6

    
− −   

   
. 

0א. (32 4x  3.56 , 0.44  וגםx x     

)ב. )max )קצה,  0,0 ) ( )max 4,0  , min 2,  קצה.   −1.16

)א. (33 ) ( ) ( )0,0 , 2 ,0 , 2 ,0 −  

).  ii ב. ) ( ) ( )0,0  , max 2 ,0  ,  min 2 ,0 −  .פיתול 

)א. (34 )
2

cos 0.5  , 0.5y x k= + )ב.        = ),0.25       

 ג. לא.   

7m , 6א.  (35 k= )ב.     = ) ( ) ( )0.5 , 6 , 0.5 ,6 , 1.5 , 6  − −  .   ג. בשתי נקודות.   −

0.5xא.  (36 =      .ב
4

1.27k


= −  − 

)ג. ) ( ) ( ) ( )max 0,0 ,min 0.15 , 0.07 ,max 0.84 , 3.9 ,min , 4  − − −. 

)א. כן. (37 ) ( ) ( ) ( ) ( ): ,0  , : 0.5 ,0 , 1.5 ,0g x f x  . ב. כן,  
2 1 4 1

, , ,
3 32 2
 

   
   
   

. 

) ג. ) ( ) ( )max 0.5 ,0 ,min 1.5 ,0 ,max ,1        ד. איורI - ( )g x,  איורII - ( )f x. 
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 סקיצות לשאלות החקירה:

23)  24)  25)  
 
 
 
 
 
 
 

26)  28)  29)  
 
 
 
 
 
 

30)  31)  32)  
 
 
 
 
 
 
 

35)  36)  
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 :מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים

 :שאלות

)מצא את האסימפטוטות האנכיות לפונקציה: (19 )
1

sin 3
f x

x
בתחום:  = 0, . 

 

)מצא את האסימפטוטות האנכיות לפונקציה: (20 )
1 1

sin cos
f x

x x
= בתחום:   − 0, . 

 

)  מצא את האסימפטוטות האנכיות לפונקציה: (21 ) tanf x x=   :בתחום , − . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

19) 
2

0 ,  ,  , 
3 3

x x x x
 

= = = =. 

20) 0 ,   , 
2

x x x


= = =. 

21)   , 
2 2

x x
 

= = −.      
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 :מציאת נקודות פיתול ותחומי קעירות

 :שאלות

 נקודות הפיתול ואת תחומי הקעירות כלפי מעלה ומטה של  מצא את   (22

): הפונקציה ) 2sin 2sinf x x x= בתחום:    − 0,2 . 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

נקודות פיתול:   (22
7 1 11 1

,1  , ,1
6 4 6 4
 

   
   
   

, קעור מעלה:   
7 11

0  , 2
6 6

x x        

קעור מטה:  
7 11

6 6
x  . 
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 :מציאת נקודות קיצון

 :אלותש

)מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה: (14 ) sin cosf x x x= בתחום: + 0,2
 

. 

 

)מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה:   (15 ) sin
2

x
f x x= בתחום:  − 0,2 . 

 

)ל הפונקציה: המוחלטות ש מצא את נקודות הקיצון  (16 )
sin 1

sin 1

x
f x

x

+
=

−
בתחום:   0,2 . 

 

)מצא את נקודות הקיצון המוחלטות של הפונקציה: (17 ) 5 31 1
sin sin 2sin

5 3
f x x x x= − −   

בתחום:   0,1.5. 

 

)פונקציה: ל (18 ) 3sin sinf x a x b x= + (,,a b   פרמטרים(  יש נקודת קיצון 

  ששיעוריה 
7

, 1
6

 
− 

 
 . 

 .b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 
 
 

 

 

 תשובות סופיות:

14) ( )min )קצה,   0,1 )
5

max 2 ,1  , min , 2  , max , 2
4 4


 

   
−   

   
 קצה.     

15) ( )min )קצה,  0,0 )
5 3 5 3

max 2 ,  , min ,  , max ,
3 2 6 3 2 6

 
   

   
− − − −      

   
 קצה.     

16) ( )min 2 , 1 )קצה,   − )0, קצה,   −1
3

max ,0
2


 
 
 

 מוחלט.  

17) 
3 2 2

max ,2  , min , 2
2 15 2 15




   
−   

   
  

18) 4 , 3b a= − =. 
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 : מציאת תחום ההגדרה של פונקציות טריגונומטריות

 :שאלות

 מצא את תחום ההגדרה של הפונקציות הבאות בתחום הנתון:  (13

) .א )  
sin

 , 0,2
1 cos 2

x
f x

x
=

+
) .ב   )  

1
 , ,

sin cos
f x

x x
 = −

−
 

) .ג )  tan  , 0,2f x x =  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 תשובות סופיות:

0א.  (13 2x     וגם   
3

,
2 2

x
 

        .בx −    וגם  
3

,
4 4

x
 

 −. 

0ג.  2x       וגם
3

,
2 2

x
 

. 
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 :אלות עם משיקיםש

 : שאלות

)מצא את משוואת המשיק לפונקציה:   (6 ) cosf x x= 3  בנקודה
A ,

6 2

 
  
 

. 

 

)צא את משוואת המשיק לפונקציה:  מ (7 ) sin 2f x x=  בנקודה שבה
2

x


=. 

 

)מצא את משוואת המשיק לפונקציה:   (8 ) tan3f x x=  בנקודה שבה
9

x


=. 

 

)מצא את משוואות המשיקים לפונקציה:   (9 ) 24sinf x x=  בנקודות החיתוך של 

1yהפונקציה עם הישר   בתחום   = 0,. 

 

)יפוע המשיק לפונקציה:ש (10 ) sinf x x a= +( ,a   בנקודה שבה )1פרמטרy = 

,0בתחום  
2

 
 
 

הוא   
3

4
 . 

 .aמצא את ערך הפרמטר  

 

)תונה הפונקציה: נ (11 ) 2sin 5sinf x a x x ax= − + , (a   :בתחום )0פרמטר x  . 

2yידוע כי הישר:   ax= חותך את גרף הפונקציה בנקודה שבה   −
6

x


=. 

)וכתוב את הפונקציה   aמצא את   .א )f x. 

 . =2mמצא נקודה על גרף הפונקציה בתחום הנתון שבה שיפוע המשיק הוא:   .ב

 ? 2ם הנתון ששיפוע המשיק דרכן הוא  האם קיימות נקודות נוספות בתחו .ג
 נמק את תשובתך. 

 כתוב את משוואת המשיק העובר דרך הנקודה שמצאת. .ד
 

 

 

 

1

פרק 18חשבון דיפרנציאלי - חקירת פונקצ...

222

222



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                       
 

)נתונות הפונקציות הבאות: (12 ) ( )2 2 2 2sin  , cosg x x x f x x x= + = +. 

)הוכח כי ההפרש:   .א ) ( )f x g x− שווה ל -cos2x. 

xמצא את נקודות החיתוך של הפונקציות בתחום:  .ב −  . 

)ישר   .ג )0 1  , t x t  ומהן מעבירים משיקים    B-ו  Aחותך את הגרפים בנקודות  =

)הפונקציה    כי ההפרש בין שיפוע המשיק של גרףלפונקציות. ידוע  )g x  לשיפוע

)המשיק של גרף הפונקציה   )f x   1הוא  . 

 . tמצא את כל הערכים האפשריים עבור  
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות:

6) 
1 3

2 12 2
y x


= − + +. 

7) 2y x = − +. 

8) 
4

12 3
3

y x


= − +. 

9) 
3 5 3

2 3 1 , 2 3 1
3 3

y x y x
 

= − + = − + + . 

10) 
1

2
a =. 

)א. (11 ) 22sin 5sin 2  , 2f x x x x a= − + ,ב.     = 3
2




 
− 

 
2ד. ג. לא.           3y x= −. 

ב. (12
3 3

,6.05  , ,1.11  , ,6.05  , ,1.11
4 4 4 4

          
− −       
       

ג.     
12

t


=. 
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 :הנגזרת של פונקציה מעריכית

 סיכום כללי:

 הגדרות כלליות:

)להלן תיאורים גרפיים של פונקציה מעריכית כללית מהצורה: ) xf x a=     

1aעבור:    0- ו 1a  : 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 : כלליות תכונות

 . xהפונקציות מוגדרות לכל  .1

 הפונקציות תמיד חיוביות.  .2

)בנקודה:   y- הפונקציות תמיד חותכות את ציר ה .3 )0,1. 

1aעבור:   .4    :0הפונקציה עולה בכל ת.ה. ועבור 1a   .הפונקציה יורדת בכל ת.ה 
 

)עבור הפונקציות   ) xf x e=  ו -( ) xf x e−=  :נקבל 
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 תכונות נוספות:

)שיפוע המשיק לגרף הפונקציה   .1 ) xf x e=  בנקודת החיתוך עם ציר ה -y  1הוא . 

)שיפוע המשיק לגרף הפונקציה    .2 ) xf x e−= בנקודת החיתוך עם ציר ה -y   1הוא- . 

 

 נגזרות של פונקציות מעריכיות: 

 הנגזרת הפונקציה

xy a= ' lnxy a a=  

( )f x
y a= 

( ) ( )' ' ln
f x

y a f x a=   

xy e= ' xy e= 

( )f x
y e= 

( ) ( )' '
f x

y e f x=  

 

 כללי הגזירה:  - תזכורת

 הנגזרת תיאור הפונקציה מספר כלל

1. ( )y a f x=  מכפלה בקבוע ( )' 'y a f x=  

2. ( ) ( )y f x g x= ) סכום פונקציות + ) ( )' ' 'y f x g x= + 

3. ( ) ( )y f x g x=  מכפלת פונקציות ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'y f x g x f x g x=  +  

4. 
( )

( )

f x
y

g x
 פונקציותמנת  =

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
2

' '
'

f x g x f x g x
y

g x

 − 
= 

5 . ( )( )y f g x= פונקציה מורכבת ( )( ) ( )' ' 'y f g x g x=  
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 : שאלות

 :)סכום פונקציות( גזור את הפונקציות הבאות (1

) .א ) 23 2 1x x xf x e e e x−= + + + ) .ב + )
2 3x xf x e ex−= + 

) .ג ) 32 xf x ) .ד = )
2

3 4x xf x −= + 

 

 : )מכפלת פונקציות( גזור את הפונקציות הבאות (2

) .א ) xf x x e=  ב. ( ) 2 4xf x x e=  ג. ( ) ( )1 2xf x x= +  

 

 )מנת פונקציות(: גזור את הפונקציות הבאות (3

) .א )
2

x

x
f x

e
) .ב = )

1

x

x

e
f x

e
=

+
 

 

 : (פונקציה מורכבת) גזור את הפונקציות הבאות (4

) .א ) ( )
3

25 1xf x e= ) .ב − ) 2 2x xf x e e−= ) .ג + )
3

1

x

x

e
f x

e
=

+
 

 

 : (שאלות שונות) גזור את הפונקציות הבאות (5

) .א ) 2xf x e= ב. ( ) 1xf x e= + 

) .ג )
1

xf x e= 
) .ד ) ( )2 1 xf x x e= + 

) .ה ) ( )2 4 1xf x e x x−= + ) .ו + ) 3 2xf x e −= 

) .ז )
1xf x e
x

=  ח. ( ) 3 2xf x x e= 

) .ט ) ( )2 4xf x e x−= ) .י + ) ( )2 1 1xf x e x+= − 

) . יא ) 1

1

x

f x

e

) . יב = )
3

3x

x
f x

e
= 

) . יג ) 2

22
x

x
f x

e

+
) . יד = )

x x

x x

e e
f x

e e

−

−

−
=

+
 

) . טו )
2 1

x

x
f x

e−

+
) .טז = ) 11

x

x

e
f x

e +
=

−
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 תשובות סופיות:

23א.  (1 2 2x x xe e e−+ − )ב.    + )
2 32 3 x xx e e−− 33lnג.  + 2 2 x  .ד

2

2 ln3 3 ln 4 4x xx − −  

)א.  (2 )1 xx e+   .ב( )42 1 2xxe x+  .ג( )2 1 ln 2 ln 2x x+ + 

א.  (3
( )2

x

x x

e

−
ב.   

( )
2

1

x

x

e

e +
 

)א.  (4 )
2

2 230 1x xe e  ב.  −
2 2

2 2

x x

x x

e e

e e

−

−

−

+
ג.  

( )

4 3

3

5 6

2 1

x x

x

e e

e

+

+

 

22א.  (5 xe         .בxe    .ג
1

2

xe

x
)ד.  − )

2
1 xx e+  

)ה.   )2 2 3xe x x− − − 3ו.   + 23 xe − 

ז. 
( )

2

1xe x

x

−
)ח.      )2 2 3 2xx e x+   .ט( )2 2 7xe x−− +

    

)י.   )2 1 1 2xe x+ − 

יא.  
1

2

xe

x

−

יב.   
( )2

3

3 1
x

x x

e

−
יג.    

( )
2

22 1

x

x x

e

− +
  

יד.  
( )

2

4

x xe e−+
טו.    

( )
2

1
x

x

e−

+
טז.   

( )
2

11

x

x

e

e +−
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 ת:מעריכי החקירה של פונקצי

 שאלות:

 הפונקציות הבאות: מצא את תחום ההגדרה של  (11

) .א )
2 1

x

x
f x

e

−
) .ב = )

3

1x
f x

e
=

−
) .ג  )

1

5x

x
f x

e

+
=

−
 

) .ד ) 2

1

3 2x x
f x

e e
=

− +
) .ה  )

x x

x x

e e
f x

e e

−−
=

+
) .ו  )

1

5 2

xe
f x

x

−
=

−
 

) .ז ) 2 4 3x xf x e e= − + 
 

  

 

)  מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה הבאה: (12 ) 2 xf x x e= . 

 

)  ת הקיצון של הפונקציה הבאה:צא את נקוד מ (13 )
2

xe
f x

x
=

−
. 

 

)תונה הפונקציה:    נ (14 )
2 9

x

ax bx
f x

e

+ +
=. 

1.5xבנקודה שבה   x- הפונקציה משיקה לציר ה =. 
 . ואת נקודות הקיצון של הפונקציה b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 

 

)נתונה הפונקציה:    (15 ) 8 2x xf x p q= +   לפונקציה יש נקודת קיצון  . +

)בנקודה   )2log 3,  .q- ו pטרים  . מצא את ערכי הפרמ−19

 

)מצא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה:   (16 ) 2x xf x e e= +. 

 

)צא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה:   מ (17 ) 2

x x

x

e e
f x

e

−+
=. 

 

)א את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה:   צמ (18 )
5

1

x

x

e
f x

e

+
=

−
. 
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)צא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה:   מ (19 )
2 1

5

x

x

e
f x

e

+
=

−
 . 

 

)צא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה:   מ (20 )
x x

x x

e e
f x

e e

−

−

−
=

+
. 

 

מצא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה: (21
    

( ) 2

2

5 6

x

x x

e
f x

e e

−
=

− +
. 

 

)את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה:  א צמ (22 ) 2

xe
f x

x
= . 

 

)מצא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה:    (23 )
3 1

x

x
f x

e

−
=. 

 

מצא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה: (24
   

( ) 3

1
x

x
f x

e e

−
=

−
. 

 

)   מצא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה: (25 ) ( )3 xf x x e= −. 

 

)   ה:מצא את האסימפטוטות של הפונקציה הבא (26 )
1

xf x xe=. 

 

תונה הפונקציה:נ (27
   

( )
2

x

x a
f x

be

+
2לפונקציה יש נקודת פיתול בנקודה   .=

1,
e

 
 
 

.  

 ואת נקודת הפיתול השנייה של הפונקציה.  b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 
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 חקור את הפונקציות הבאות עפ"י הסעיפים הבאים: (28

   . מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.1
 . מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. 2
 הפונקציה וקביעת סוגן. . מציאת נקודות הקיצון של  3
 . כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה. 4
 

) .א ) ( )1 xf x x e= ) .ב − ) ( )2 1 xf x x e= + 

) .ג )
21

2 4
x

f x x e
−

) .ד = )
2x xf x e −= 

) .ה ) 2

2

1x
f x

e
=

+
 

 
) .ו )

2

1

1x

x

e
f x

e +

+
= 

)נתונה הפונקציה   (29 ) ( )3 xf x x e=  על פי הסעיפים הבאים: . חקור  −

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  .א

 הפונקציה.  מציאת נקודות הקיצון של .ב

 תחומי עלייה וירידה של הפונקציה.  .ג

 נקודות חיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. .ד

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)תונה הפונקציה  נ (30 ) 2 8 6 10x xf x e e x= − +  הבאים:  . חקור על פי הסעיפים  +

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 של הפונקציה.  יה וירידהתחומי עלי  .ג

 .- מציאת נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)ה  נתונה הפונקצי (31 ) 20.5

4
x

x
f x

e
 . חקור על פי הסעיפים הבאים:  =

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 הפונקציה. תחומי עלייה וירידה של   .ג

 נקודות חיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. .ד

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

y
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)נתונה הפונקציה    (32 )
3

x

x
f x

e
 . חקור על פי הסעיפים הבאים: =

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של הפונקציה.  .ג

 הפונקציה עם הצירים.וך של גרף  נקודות חית  .ד

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)הפונקציה    נתונה (33 ) 2 3xf x x=  :חקור את הפונקציה על פי הסעיפים הבאים . 

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של הפונקציה.  .ג

 .הפונקציה עם הצירים  נקודות חיתוך של גרף .ד

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)תונה הפונקציה   נ (34 )
2 12

x

xf x e  . חקור את הפונקציה על פי הסעיפים הבאים: =+

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של הפונקציה.  .ג

 ה עם הצירים.נקודות חיתוך של גרף הפונקצי .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.  .ה

 הפונקציה. סרטוט סקיצה של גרף   .ו

)יש למשוואה  mלאלו ערכי   .ז )f x m=  ?בדיוק פתרון אחד 

 

)תונה הפונקציה  נ (35 )
1

2 xf x x e= :חקור את הפונקציה על פי הסעיפים הבאים . 

 הגדרה של הפונקציה. תחום המציאת  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה.  .ב

 לייה וירידה של הפונקציה. תחומי ע  .ג

 נקודות חיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.  .ה

 מציאת נקודות פיתול של הפונקציה.  .ו

 כתיבת תחומי הקעירות כלפי מעלה ומטה.  .ז

1
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   ציה.סרטוט סקיצה של גרף הפונק .ח

 

)תונה הפונקציה:  נ (36 )
3

212 1

xe
f x

x
=

+
. 

 תחום ההגדרה של הפונקציה. מצא את  .א

 מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה וקבע את סוגן.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של הפונקציה. כתוב את  .ג

 נקודות חיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. מצא את   .ד

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)פונקציה:  יק לגרף השיפוע המש  (37 ) 23 6

1
x x k

f x
e + +

1xבנקודה שבה   = א  הו =
10

12

e
−. 

 וכתוב את הפונקציה.   kמצא את ערך הפרמטר   .א

 מצא את נקודת הקיצון של הפונקציה.  .ב

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ג

ון הבא:  השווי-יצה את אי הוכח על סמך הסק  .ד
2

2

3 6 1

1
0

x x
e

e + +
  . 

 

)נתונה הפונקציה הבאה:  (38 ) 2x xf x e ae b= +  גוזרים את הפונקציה פעמיים   .+

וידוע כי כאשר  
2

ln
3

x )  הנגזרות מקיימות: = ) ( )' '' 8f x f x+ =. 

 .aמצא את   .א

16לגרף הפונקציה בנקודה מסוימת היא:    המשיק משוואת 7 16ln 2y x= + −. 

 של נקודת ההשקה.  x- צא את שיעור המ .ב

 .bמצא את   .ג

 .x- מצא את נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר ה .ד

 

)נתונות הפונקציות הבאות:  (39 ) 6 xf x x e= )  -ו − ) 2x xg x ae e b= − +.   

 וכי שתיהן   ידוע כי לשתי הפונקציות נקודת קיצון שבה אותו שיעור  
 .y- נפגשות על ציר ה

 .b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים  .א

 מי עלייה וירידה משותפים. הפונקציות תחוהראה כי לשתי   .ב

 

x

1
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)לגרף הפונקציה:   (40 )
22 bxf x ax e−=    :יש נקודת קיצון

4
2,

e

 
 
 

  ,, 0a b   . 

 וכתוב את הפונקציה. b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים  .א

 דות הקיצון הנוספות של הפונקציה וקבע את סוגן. ת נקומצא א .ב

 מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה עם הצירים.  .ג

 הפונקציה. סרטט סקיצה של גרף  .ד

yמעבירים ישר:   .ה k= באיזה תחום ערכים צריך להימצא .k יחתוך  ר כדי שהיש
 קודות שונות? נ   4-את גרף הפונקציה ב

 

)לפונקציה:   (41 )
2

1

6 7
ax

x x
f x

e −

− −
1x  יש קיצון בנקודה שבה: = =. 

 .aמצא את ערך הפרמטר   .א

 האם יש לגרף הפונקציה נקודות קיצון נוספות? אם כן מצא אותן.  .ב

 כתוב את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 של גרף הפונקציה עם הצירים.  דות החיתוךמצא את נקו .ד

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

6xישר  ה (42 )הוא אסימפטוטה אנכית של הפונקציה:   = )
2

2

xe
f x

x m
=

+
. 

 וכתוב את הפונקציה.   mמצא את ערך הפרמטר   .א

 ה וקבע את סוגן. מצא את נקודות הקיצון של הפונקצי  .ב

 מצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.  .ג

   סקיצה של גרף הפונקציה. סרטט  .ד

 

)תונה הפונקציה:  נ (43 ) 3 2xf x x e= . 

)מצא את הנקודות המקיימות:   .א )' 0f x  וקבע כמה מהן הן נקודות קיצון.  =

 . ל הפונקציהמצא את האסימפטוטות המקבילות לצירים ש  .ב

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ג

0.01yבכמה נקודות חותך הישר  .ד =  את גרף הפונקציה?  −
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)נתונה הפונקציה הבאה:  (44 ) 2x xf x e ae b= +  גוזרים את הפונקציה פעמיים   . +

וידוע כי כאשר  
2

ln
3

x )הנגזרות מקיימות:   = ) ( )' '' 12f x f x+ =. 

 .aמצא את   .א

22משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודה מסוימת היא:   28 22ln 2y x= + −. 

 של נקודת ההשקה.  x- מצא את שיעור ה .ב

 .bמצא את   .ג

 ? אם כן מצא את הנקודות. x- האם הפונקציה חותכת את ציר ה .ד

 

)תונה הפונקציה:  נ (45 ) xf x x a=  , ( )0a  . 

לפונקציה יש נקודת קיצון שבה:  
1

ln 2
x = −. 

 .aמצא את   .א

 כתוב את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ב

2xבה  הנקודה ש  )החיתוך של גרף הפונקציה  היא נקודת  = )f x  

)עם גרף הפונקציה:   ) 2 2 2x xg x x kx=  − . 

 .kמצא את   .ג

 מצא נקודה נוספת שבה הגרפים נחתכים.  .ד

 

)נתונה הפונקציה:   (46 ) 2 13 2 3x xf x −= + . 

 ת משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודת החיתוך שלה  מצא א .א
 .y- עם ציר ה

 .x- הוכח כי גרף הפונקציה אינו חותך את ציר ה .ב

 מצא את נקודת הקיצון של הפונקציה וקבע את סוגה.  .ג
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 תשובות סופיות:

0xב.    xא. כל   (11  .ג ln5x  .0 דx    ,ln 2x     ה.   כלx 

ו.  
2

0
5

x   .זln3x   ,0x  

12) 
2

4
max 2,

e

 
− 
 

  ,( )min 0,0 

13) ( )3min 3,e 

14) 4a =  ,12b = − ,( )max 3.5,0.483   ,( )min 1.5,0  

15) 35q =  ,27p = − 

16) 0y = 

17) 0y = 

18) 1y =  ,5y = −   ,0x = 

19) 
1

5
y = − , ln5x = 

20) 1y = ,1y = − 

21) 0y = ,
1

3
y = −,ln3x ), נקודת אי הגדרה:  = )ln 2, 1− 

22) 0y =  ,0x = 

23) 0y = 

24) 0y = ,
1

3
x = 

25) 0y = 

26) 0x )נקודת אי הגדרה:   , = )0,0 

27) 1b =  ,1a =   ,
3

10
3,

e

 
 
 

 

). x  2. כל  1א. (28 )0, 1− ,  ( )1,0  3 .( )min 0, 0x. עולה:  4      −1    :0יורדתx  

). x  2. כל  1ב. )0,1 3 .
2

1,
e

 
− 
 

1x , 1  . עולה:4  פיתול   x −  − 

). x   2. כל  1ג. )0,0 3 .
4

max 2,
e

 
− 
 

   ,( )min 0,0  ,
4

max 2,
e

 
 
 

 

0 , 2  . עולה:4 2x x −      :2 , 2יורדת 0x x −   

). x  2. כל  1ד. )0,1 3 .( )0.25min 0.5,e−  4 .  :0.5עולהx   :0.5  יורדתx  

1
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). x  2. כל  1ה. )0,1 3 .( )max 0x  עולה:. 4   0,1    :0  יורדתx  

). x  2. כל  1ו. )10,2e− 3 .( )1min 0,2e−  4 .  :0עולהx    :0יורדתx  

)ב.    xא. כל   (29 )2min 2, e−   .2תחומי עלייה:גx     :2תחומי ירידהx  

)ד.  )0, 3−   ,( )3,0 

) ב.  xא. כל   (30 )min ln3,1.59  ,( )max 0,3
   

ln3xתחומי עלייה:   ג.      0אוx     :0תחומי ירידה ln3x  .ד ( )0,3 

ב.   xא. כל   (31
0.5

4
max 1,

e

 
 
 

   ,
0.5

4
min 1,

e

 
− − 
 

 

1תחומי עלייה:  . ג 1x−       :1תחומי ירידהx    1אוx  )ד.   − )0,0 

ב.         xא. כל   (32
3

27
max 3,

e

 
 
 

3x:   ג. עולה     ,3:   תיורדx      

)ד.  )0,0 

)ב.        xא. כל   (33 )min 0.91, 0.67− 0.91xעולה:   ג.      −  0.91x  יורדת:  −  − 

)ד.  )0,0 

 ב.         xא. כל   (34
2

min 1,
e

 
− 
 

   ,( )max 1,2 e .1:   עולה ג 1x−   יורדת  :

1 , 1x x −   .ד( 2y  ה. 0,2( ז.  =
2

m
e

=  ,2m e=   ,2m= 

0x א. (35          .ב
21

min ,
2 4

e 
 
 

:  ג. עולה  
1

2
x  ,יורדת   :

1
0

2
x   

 ד.  אין 

ב.   כל  א.  (36
1.51

min ,
2 4

e 
 
 

   ,
1 3

max ,
6 4

e 
  
 

  ג. עולה: 
1 1

 , 
6 2

x x    :יורדת  

1 1

6 2
x   .ד( )0,1 

1kא.  (37 =   ,( ) 23 6 1

1
x x

f x
e + +

)ב.  = )21,e− 

)ד. ניתן לראות עפ"י הגרף כי ערך הפונקציה   )f x   נמצא בתחום( ) 20 f x e  

4aא.  (38 ln ב.  = 2x 5b ג. = = ) ד. − )0,0 

12bא.  (39 = −   ,12a ln6xב. עולות:    =     :יורדותln6x  

x

1
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0.25bא.  (40 =   ,1a =  ,( )
21

2 4
x

f x x e
−

)ב.     = )min 0,0   ,
4

max 2,
e

 
− 
 

   

)ג.  .  ה   0,0(
4

0 k
e

  

א.  (41
1

3
a ב. כן:   =

2
2

3

48
11,

e

 
 
 
 

1ג. עולה:     11x     :11 , 1יורדתx x  

)ד.  )0, 7e−   ,( )7,0  ,( )1,0− 

=6m א. (42 −   ,( )
2

2 6

xe
f x

x
=

−
ב.  

6

min 3,
3

e 
 
 

   ,
4

1
max 2,

2e

 
− − 
 

ג.  
1

0,
6

 
− 

 
 

,0 א. (43 1.5x = 33. נקודת הקיצון היא: −
min 1.5, 3

8
e− 

− − 
 

0yב.    =     

 . נקודות 2ד. 

7aא.  (44 lnב.   = 2x 10bג.  =  . ד. לא =

2a א. (45 ב. עולה:    =
1

ln 2
x    יורדת:  −

1

ln 2
x  1k ג.  − =  

)ד.  )0,0 

ln81 א. (46 7y x= − 31. ג +
min , 243

3

 
 
 

 

  :החקירה סקיצות לשאלות

29)  
 

30)  
 

31)  
 

32)  
 

33)  
 

34)  
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35)  
 

36)  
 

37)  
 

40)  

 

41)  

 

42)  

 

43)  
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 שימושי הנגזרת:

 שאלות:

)  את משוואת המשיק לפונקציהמצא  (6 ) xf x e=   בנקודה( )A 1,e. 

 

) צא את משוואת המשיק לפונקציהמ (7 ) 2x xf x e xe−= 0x  בנקודה שבה + =.  

 

)  מצא את משוואות המשיקים לפונקציה (8 ) ( ) 21 x xf x e e e= +  בנקודות החיתוך   −

yשל הפונקציה עם הישר   e=. 

 

2נתונה הפונקציה:   (9 3xy e ex= +. 
2xלפונקציה העבירו משיק דרך הנקודה שבה:   = . 

 מצא את משוואת המשיק.

 

) שיפוע המשיק לפונקציה  (10 ) 2 13 3x x bf x a − −=  )בנקודה  +  .21ln3הוא   1,15(

 .b- ו  aמצא את ערכי הפרמטרים 
 
 

 
 

 

 

 

 תשובות סופיות:

6) y ex= 

7) 3 1y x= + 

8) ( )1y e x e= − +  ,( )2 2y e e x e= − + + 

9) 
4 42 3 3y e x ex e= + − 

10) 2a =  ,1b = − 

1
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 : הנגזרת של פונקציה לוגריתמית

 סיכום כללי:

 הגדרות כלליות:

 להלן תיאורים גרפיים של פונקציה לוגריתמית  

)  כללית מהצורה: ) logaf x x=     1עבורa  0  -ו 1a : 

 

 

 

 

 

 : כלליות תכונות

0x לפונקציות תחום הגדרה  •  . 

)בנקודה   - הפונקציות תמיד חותכות את ציר ה • )1,0. 

1a  עבור •  0  הפונקציה עולה בכל ת.ה. ועבור 1a   .הפונקציה יורדת בכל ת.ה 

 

)עבור הפונקציות   ) ln logef x x x=  נקבל  =

   גרף הפונקציה בנקודתהמשיק ל כי שיפוע 

 : 1הוא   x- החיתוך שלה עם ציר ה

 

 

 

 תחום הגדרה של פונקציה לוגריתמית: 

) תחום ההגדרה של פונקציה לוגריתמית מהצורה: )( )logy f x=   :הוא( ) 0f x . 

 

 

 

 

x
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 נגזרות של פונקציות לוגריתמיות:  

 הנגזרת הפונקציה

logay x= 
1

'
ln

y
x a

= 

( )logay f x= 
( )

( )

'
'

ln

f x
y

f x a
= 

lny x= 
1

'y
x

= 

( )lny f x= 
( )

( )

'
'

f x
y

f x
= 

 

 :שאלות

 (:פנימיים שוניםגזירה לוגריתמית יסודית עם ביטויים ) תנקציות הבאוגזור את הפו  (1

) .א ) ( ) ( )3ln 4ln 2 ln 5 1f x x x x= + + − )ב.   − ) ( )2ln 3f x x x= − 

) .ג )
1

ln
1

x
f x

x

+
=

−
)ד.       ) ( )ln 1xf x e= + 

) .ה ) ( )ln cosf x x=      .ו( ) ( )2 3log 5log 2 1f x x x= + − 

 

 : )מכפלה ומנה של פונקציות( קציות הבאותגזור את הפונ (2

) .א ) lnf x x x=   .ב( ) ( )
2

3 1 lnf x x x= )ג.   + )
ln x

f x
x

= 

) .ד )
ln 2

ln 2

x
f x

x

−
=

+
)ה.     ) lnf x x x= + 

 

 :)פונקציות מורכבות( גזור את הפונקציות הבאות (3

) .א ) 3lnf x x=  ב. ( ) 23lnf x x=  

) .ג ) 2 2lnf x x x= ד. ( )
( )

2

2

ln 1

ln 1

x
f x

x

+
=

+
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   גזור את הפונקציות הבאות )שאלות שונות(:  (4

 

 גזור את הפונקציות הבאות )שאלות אתגר(:  (5

) .א )
2

ln
x

f x
x

+
) .ב = )

1
ln

1

x
f x

x

−
=

+
 

) .ג )
3

ln
3

x
f x

x

−
=

+
) .ד  )

( )

( )

3

2

5
ln

1

x
f x

x

−
=

+
 

) .ה ) 2ln 1f x x= ) .ו − ) ( )2 2lnf x x x a= + + 

) .ז ) ln xf x e= ח. ( )
1

ln
2

f x
x

=
−

 

) .ט )
1

ln
1

x
f x

x

−
=

+
) .י  )

1 5
ln

1 5

x
f x

x

+
=

−
 

) . יא )
3ln x

f x
x

) . יב = )
( )

3
ln x

f x
x

= 

) . יג )
( )2ln

x
f x

x
) . יד = ) 2

2

1
ln

ln
f x x

x
= + 

) . טו ) 4ln

x
f x

x
=  

 

 

) .א ) ( )ln 2f x x= ) .ב + ) 2ln 2ln 3f x x x= + − 

) .ג ) 2 lnf x x x= ד. ( ) 3 lnf x x x= 

) .ה ) 2ln xf x e= ו. ( ) lnxf x e x= 

) .ז )
2

lnxf x e x−= ח. ( ) ( )2 2ln 1f x x x= − 

) .ט ) ( )2lnf x x= י. ( ) ( )4lnf x x= 

) . יא ) ( )
4

lnf x x= יב . ( ) 2ln lnf x x x x= − 

) . יג )
( )

2
ln x

f x
x

) . יד = ) lnf x x= 

) . טו ) lnf x x= טז. ( )
ln x

f x
x

= 

1
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 תשובות סופיות:

)א. (1 )
3 4 5

'
2 5 1

f x
x x x

= + −
+ −

)ב.       ) 2

2 3
'

3

x
f x

x x

−
=

−
)ג.      )

( )( )
2

'
1 1

f x
x x

−
=

− +
       

)ד. )'
1

x

x

e
f x

e
=

+
).ה        )' tanf x x= )ו.    − )

( )
1 10

'
ln 2 2 1 ln3

f x
x x

= +
−

 

)א.  (2 )' ln 1f x x= )ב.       + ) ( )
3 1

' 3 1 6ln
x

f x x x
x

+ 
= + + 

 
)ג.      ) 2

1 ln
'

x
f x

x

−
=     

)ד. )
( )

2

4
'

ln 2
f x

x x
=

+
)ה.    )

1
'

2 ln

x
f x

x x x

+
=

+
. 

 

)א. (3 )
23ln

'
x

f x
x

)ב.        = )
6ln

'
x

f x
x

)ג.      = ) ( )' 2 ln ln 1f x x x x= +     

)ד. )
( )

( )
3

2 ln 1
'

ln 1

x
f x

x x

−
=

+
   .     

א. (4
1

2x +
ב.         

2 ln 2x

x

+
)ג.    )2ln 1x x+   

)ד.  )2 3ln 1x x+    .ו.    2ה
1

lnxe x
x

 
+ 

 
  

ז. 
2 1

2 lnxe x x
x

−  
− 

 
4ח.     lnx x   .ט

2

x
י.      

4

x
   

יא.  
( )

3
4 ln x

x
יב.     

2
ln 1x

x
+ יג.    −

2

2

2ln lnx x

x

−
  

יד.  
1

2x
טו.      

1

2 lnx x
טז.    

2 ln

2

x

x x

−
 

א.  (5
( )

2

2x x
−

+
ב.    

2

2

1x −
ג.    

2

6

9x −
 

ד. 
3 2

5 1x x
−

− +
ה.     

2 1

x

x −
ו.    

2 2

2 2 2 2

x a x

x x a x a

+ +

+ + +
 

ז. 
ln

2 ln

xe

x x
ח.     

1

4 2x−
ט.   

2

1

1x −
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י.  
2

5

1 25x−
יא.     

3

2

1 3ln

3

x

x

−
 יב. 

2 3

2

3ln lnx x

x

−
  

יג.  
( )
( )

2

2 2

ln 2

ln

x

x

−
יד.     

( )4

3

2 ln 1

ln

x

x x

−
טו.   

5

ln 4

ln

x

x

−
.  
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 :חקירה של פונקציה לוגריתמית

 שאלות:

 מצא את תחום ההגדרה של הפונקציות הבאות:  (11

) .א ) lnf x x=  ב. ( ) ( )2lnf x x=  

) .ג ) ( )2

3log 8 20f x x x= − ) .ד  − ) ( )ln 4xf x e= −  

) .ה )
1

ln 1

x
f x

x

−
=

−
) .ו   ) 2

1

ln 2ln 3
f x

x x
=

− −
  

) .ז ) ln 1f x x= −   

 

)  מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה הבאה: (12 ) 22lnf x x x= −. 

 

)  מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה הבאה: (13 ) 2 lnf x x x=. 

 

)  מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה הבאה: (14 )
2ln 1x

f x
x

−
=. 

 

)  הבאה: מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה (15 ) 2

4 2log logf x x x= −. 

 

)נתונה הפונקציה:  (16 )
lna x b

f x
x

+
2הנקודה    .=

2

1
,e
e

 
 
 

של  היא נקודת קיצון  

 .b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים  הפונקציה. 

 

)נתונה הפונקציה:  (17 )
( )

2

2

ln ln

ln 1

a x b x
f x

x

+
=

+
3הנקודה .  1

,
8

e
 

− 
 

היא נקודת קיצון   

 .b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים    של הפונקציה.

 

):   מצא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה (18 ) ( )ln 3f x x= −. 

 

):   מצא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה (19 )
1

ln 1
f x

x
=

−
. 

1
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):   מצא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה (20 )
2ln 1

ln 1

x
f x

x

−
=

+
. 

 

):   של הפונקציה הבאה מצא את האסימפטוטות  (21 ) 2

ln 2

ln 4

x
f x

x

−
=

−
. 

 

):   מצא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה (22 )
ln x

f x
x

=. 

 

):   יה הבאהמצא את האסימפטוטות של הפונקצ (23 )
2

2

1

ln 1

x
f x

x

−
=

+
. 

 

)מצא את האסימפטוטות של הפונקציה הבאה:   (24 ) ln 2f x x x= +. 

 

)נתונה הפונקציה:   (25 )
ln x

f x
x

 מצא את נקודת הפיתול של הפונקציה.  .=

 

 חקור את הפונקציות הבאות עפ"י הסעיפים הבאים:  (26

i. ה. מציאת תחום ההגדרה של הפונקצי 

ii. עם הצירים.   מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה 

iii.  .מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה וקביעת סוגן 

iv.   .כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה 

21 .א
4 3ln

2
y x x x= − lny .ב  + x x=  

lny .ג x x x= lny .ד  − x x=  

2 .ה lny x x=  ו. ( )2ln 1y x= +  
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)  נתונה הפונקציה (27 ) 22 lnf x x x= :חקור לפי הסעיפים הבאים . 

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה וקביעת סוגן.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 הצירים. ף הפונקציה עם נקודות החיתוך של גר .ד

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.   .ה

 

)  נתונה הפונקציה (28 )
ln 1

x
f x

x
=

−
 הסעיפים הבאים:   לפי. חקור  

 תחום הגדרה של הפונקציה.  .א

 מציאת נקודות הקיצון של הפונקציה וקביעת סוגן.  .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 הפונקציה עם הצירים. מציאת נקודות החיתוך של גרף   .ד

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

yהישר   kמצא לאלו ערכי   .ו k=  .חותך את הפונקציה בשתי נקודות 

 

)  נתונה הפונקציה (29 ) 2

4 2log logf x x x=  הסעיפים הבאים:   לפי. חקור  −

 תחום הגדרה של הפונקציה.  .א

 ן של הפונקציה וקביעת סוגן. הקיצו   נקודותמציאת   .ב

 כתיבת תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 מציאת נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.  .ד

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ה

 

)נתונה הפונקציה:   (30 ) lnf x x=. 

 מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?   .א

 רתו.ום הגדבכל תח הוכח כי גרף הפונקציה עולה  .ב

)מגדירים פונקציה נוספת:  ) lng x x=. 

 מצא את נקודות החיתוך של שני הגרפים.  .ג

)נמצאת על גרף הפונקציה    Aהנקודה  .ד )f x  והנקודהB    נמצאת על גרף

)הפונקציה   )g x.  קודות נידוע כי לA  ו-B   אותו שיעור( )A B  , x x x= . 

של שתי הנקודות אם ידוע כי המשיקים לגרפים   x- מצא את שיעור ה
 של הפונקציות בנקודות אלו מקבילים. 
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):  נתונה שתי הפונקציות הבאות (31 ) ( )
ln

 , 
ln

x x
f x g x

x x
= =. 

 קבע אילו מהמשפטים הבאים נכונים ואלו שגויים.  .א
 במשפטים השגויים את הטעות.   שוב מתאים ותקןנמק זאת ע"י חי

i.  .לשתי הפונקציות אותו תחום הגדרה 

ii.   לשתי הפונקציות יש נקודת קיצון מאותו סוג ובעלות שיעורx  .זהה 

iii. .לשתי הפונקציות תחומי עלייה וירידה זהים   

iv. לשתי הפונקציות יש אסימפטוטות אנכיות . 

 שלהן זהה.  x- כך ששיעור ה  ודות, אחת על כל גרף,בוחרים באקראי שתי נק  .ב
 . 1- של כל זוג נקודות כאלו שווה ל y- הוכח כי מכפלת שיעורי ה

 

): נתונה הפונקציה הבאה (32 )2ln 6 7y x x= − −. 

 מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה.   .א

 ?y- ה ונקציה המקבילות לציר מהן האסימפטוטות של הפ .ב

 מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

 . IV-, ו I  ,II  ,IIIגרפים:  4לפניך  .ד
 איזה מהגרפים מתאים לפונקציה הנתונה. נמק.  

I.  II.  III.  IV.  
 
 
 
 
 

 

):  נתונה הפונקציה (33 )2ln 2 1y x x= + +. 

 ל הפונקציה.  ם ההגדרה שמצא את תחו .א

 ?y- מהי האסימפטוטה של הפונקציה המקבילה לציר ה .ב

 מצא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  .ג

  .IV-, ו I  ,II  ,IIIגרפים:  4לפניך  .ד
 איזה מהגרפים מתאים לפונקציה הנתונה. נמק.  

I.  II.  III.  IV. 
 
 
 
 

 השליליות של הפונקציה.  וכתוב את תחומי  העזר בגרף שבחרת .ה
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):  לפניך הפונקציה הבאה (34 ) ( )ln 1 lnf x x= −. 

 מה הוא תחום ההגדרה של הפונקציה?  .א

 הוכח כי הפונקציה יורדת בכל תחום הגדרתה.  .ב

 .x- נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר המצא את   .ג

 ונקציה. סרטט סקיצה של גרף הפ .ד

 

: נתונה הפונקציה הבאה (35
2 1

ln
1

x
y

x

+
=

−
. 

 מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה.  .א

 כתוב את האסימפטוטות האנכיות של גרף הפונקציה.  .ב

 .x- יה עם ציר המצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקצ .ג

 הראה כי גרף הפונקציה יורד בכל תחום הגדרתו.  .ד

 צה של גרף הפונקציה. סקי סרטט .ה

 

): נתונה הפונקציה הבאה (36 ) ( )3 2ln 2lnf x x x x= +. 

)א:  הראה כי נגזרת הפונקציה הי .א ) 3 2' ln 5ln 4lnf x x x x= + +. 

 מצא את התחום בו הפונקציה עולה.  .ב

 ענה על השאלות הבאות:  .ג

i.   עם ציר השל הפונקציה חיתוך הנקודות  מצא את -x. 

ii. התחום בו הפונקציה חיובית.   את מצא 

)גרפים. קבע איזה מהם מתאר את הפונקציה   4לפניך  .ד )f x   .ונמק את בחירתך 

I.  II.  III.  IV. 
 
 
 
 

 

):  הפונקציהנתונה   (37 ) 3ln 3lnf x x x= −. 

 . מה הוא תחום ההגדרה של הפונקציה .א

 .x- עם ציר ה מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה .ב

 מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה וקבע את סוגן.  .ג

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ד

)מצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה   .ה )f x  :עם הפונקציה( ) lng x x= . 
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 ענה על הסעיפים הבאים:    (38

): שוואה הבאהפתור את המ .א ) ( )ln ln ln 2 0.5x e x e+ − = −  . 

)  נתונה הפונקציה: ) ( ) ( )ln lnf x x e x e= + −. 

 בכל תחום הגדרתה. הראה כי הפונקציה יורדת  .ב

x  מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה: .ג e=. 

 

: נתונה הפונקציה הבאה (39
( )ln

x a
y

x a

+
=

+
 ,  a   ,1פרמטר חיוביa  . 

 את:  aהבע באמצעות   .א

i.  .תחום ההגדרה של הפונקציה 

ii.   הנקודה המקיימת' 0y = . 

iii.   .נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים 

iv.  .האסימפטוטה האנכית של הפונקציה 

2xקציה עולה רק בתחום:  גרף הפונידוע כי  .ב e  .a. מצא את −

1xסרטט סקיצה של גרף הפונקציה בתחום   .ג  −. 

yנתון הישר:   .ד k=  מצא בסקיצה את תחום הערכים של .k ר  עבורו ליש
 ונקציה לא תהיה אף נקודה משותפת. ולגרף הפ 

 

 נתונה הפונקציה הבאה: (40
1

lny x
x

= +. 

 ענה על הסעיפים הבאים: .א

i.   ?מהו תחום ההגדרה של הפונקציה 

ii.  יש לגרף הפונקציה אסימפטוטה מקבילה לצירy ? 
 אם כן מצא אותה. 

 ע את סוגה. ונקציה וקבשל גרף הפ  מצא את נקודת הקיצון .ב

 כתוב את תחומי העלייה והירידה של גרף הפונקציה.  .ג
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 תשובות סופיות:

0xא.  (11       .0בx       .10גx    2אוx  ln ד.    − 4x      

0ה.   x e       .0וx   3  וגם 1,x e e−      .זx e  .     

12) ( )max 1, 1−. 

13) 
1 1

min ,
2ee

 
− 

 
   .    

14) ( )min ,0e   ,קצה
1

max ,e
e

 
 
 

 .  

15) ( )min 4, 1−    . 

16) 1 , 1a b= = −     . 

17) 1 , 1a b= = −  . 

18) 3x =  . 

)נקודת אי הגדרה   (19 )0 ,  , 0,0y x e= =    . 

)נקודת אי הגדרה   (20 )
1

2 ,  , 0, 2y x
e

= =. 

)נקודת אי הגדרה   (21 ) 2

2

1 1
0 ,  ;  0,0  ,

4
y x e

e

 
= =  

 
. 

22)  0 , 0x y= =    . 

)נקודת אי הגדרה   (23 )0,0    . 

)נקודת אי הגדרה   (24 )0,2    . 

25) 3

3

3
,
2

e
e

 
 
 

  . 

i  .0xא.  (26      iii .( ) ( )max 1, 3.5  , min 3,ln 27 7.5− −  

iv:0  . עולה 1 , 3x x      :1יורדת 3x .    .בi.0x       ii.( )1,0
 

      

iii  .( )1 1min ,e e− −−
 

     iv  :1. עולהx e−    :10יורדת x e− .   

i  .0xג.     ii  .( ),0e
 

   iii  .( )min 1, 1−   iv   :1. עולהx     :0יורדת 1x  

i.0xד.        ii  .( )1,0    iii  .2 2
min ,e

e

− 
− 

 
   iv .   :2עולהx e−    :20יורדת x e−  
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i  .0xה.       ii  .( )1,0    iii .
1 1

min ,
2ee

 
− 

 
 iv:עולה .  

1
x

e
    :יורדת

1
0 x

e
  

).  x     ii  . כל iו.  )0,0
 

    iii  .( )min 0,0    iv   :0. עולהx     :0יורדתx .  

0xא. (27       .ב( )2 2

1 8
max ,  , min 1,0

e e

 
 
 

      

1xג. עלייה:       או
2

1
0 x

e
  :ירידה ,  

2

1
1x

e
     .  .ד( )1,0    . 

0א.  (28 x e        .ב( )2 2min ,e e   :2ג. עלייהx e   :ירידה ,

20 x e  וגם  x e      .2.  ו  ד. איןk e   . 

0xא.  (29      .ב( )min 4, 4xג. עלייה:   −1    :0, ירידה 4x    

)ד.  ) ( )1,0  , 16,0   . 

1xא.  (30       :ב. מתקבל( )
1

' 0
2 ln

f x
x x

=       .ג( ) ( )1,0  , ,1e    . 

4xד.  e=. 

)ה של  רא נכון. תחום ההגדל. iא.  (31 )f x   :1 , 0הואx x    ותחום ההגדרה 

)של  )g x 0א: הוx . 

ii .  לא נכון. לשתי הפונקציות נקודת קיצון שבהx e=   אך עבור( )f x   מדובר

)במינימום ועבור   )g x  .מדובר במקסימום 

iii .  לא נכון. עבור( )f x :עולה :x e    :0יורדת  , 1x e x    . 

)ועבור   )g x  :0:  עולה x e     :יורדתx e. iv . .נכון 

שלה הוא:  y- לגבי כל נקודה נאמר כי שיעור הב. 
ln

x
y

x
-ו  =

ln x
y

x
=   . 

  נכפול:
ln

1
ln

x x
y

x x
=  =. 

7x , 1א. (32 x −        .1,7בx = 7xג. עולה:     −     :1יורדתx  −  . 

 גרף הפונקציה לא בתחום.   II-ו I באיורים: הסבר. IIIד.  
 ירידה הפוכים. תחומי העלייה וה  IVבאיור 

1xא.  (33  1xב.    − = 1xג. עולה:       −  1xיורדת:    −  − 
 ה הפוכים. רידוהיתחומי העלייה  IIבאיור  הסבר: .I ד. 

2 , 1  ה.       מיותרת. יש אסימפטוטה IV-ו IIIבאיורים  0x x − −  . 
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0א.  (34 x e   :1. )שימו לב כי תנאי ת.ה. הם ln 0x−    0וגםx                       .) 

)ב. )
( )

1

1
' 0

1 ln 1 ln

xf x
x x x

−

= = − 
− −

     ונקציה יורדת בת.ה.כן הפ ול - 

)ג.  )1,0.   

א. (35
1

 , 1
2

x x −       .ב
1

,1
2

x = )ג.   − )2,0− 

ד. מתקבל: 
( )( )

3
' 0

2 1 1
y

x x

−
= 

+ −
 .    

4ב. (36 11 , x e x e− −  . 

)נקודות והן:    i . 2ג.  ) ( )21,0  , ,0e−  :0. הנקודה שבהx  לא קיימת עקב ת.ה.  =

ii.21 , x x e−   .   .דIII –   .בראשית הצירים יש חור ולא אסימפטוטה 
 הקודמים. שאר הנתונים כפי שהתקבלו בסעיפים 

0xא.  (37       .ב( ) ( ) ( )3 31,0  , ,0  , ,0e e−  .ג( ) ( )1min , 2  , max ,2e e−−  

)ה. ) ( ) ( )2 21,0  , , 2  , , 2e e− −. 

xא.  (38 e=      :ב. מתקבל
( )

' 0
e

y
x x e

−
= 

+
ג.    

1
ln 2

2
y x

e
= − +. 

i . , 1xא.  (39 a x a −  −     ii.( ),e a e−      iii .0,
ln

a

a

 
 
 

 

iv .1x a= 2aב.  − kד.         = e. 

i  .0xא.  (40     ii  .0x ). ב    = )min 1xעולה:  ג.       1,1  ,   :0יורדת 1x . 
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 סקיצות לשאלות:  
27  ) 28  ) 29  ) 

 

 

 

 

 

34  ) 35  ) 37  ) 

 

 

 

 

 

39  ) 
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 שימושי הנגזרת:

 שאלות:

)   מצא את משוואת המשיק לפונקציה (6 ) lnf x x=   בנקודה( )A ,1e. 

 

) שיפוע המשיק לפונקציה  (7 )
2ln

ln

x a
f x

x b

+
=

+
בנקודה   

1
, 1

e

 
− 

 
הוא   

3

e
. 

 .b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 

 

)הגרפים של הפונקציות   (8 ) lnf x x= ו -( ) 1g x הראשון.  ברביע   A נחתכים בנקודה  =

)- העבירו משיק  ל  Aבנקודה  )f x . 

 מצא את משוואת המשיק והוכח שמשיק זה עובר דרך הראשית. 

 

)לפונקציה   (9 )
2ln x

g x
x

2xהעבירו משיק בנקודה שבה   = e= . 

 מצא את משוואת המשיק.

 

)מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה   (10 )2ln 1y x x= 1xבנקודה שבה   + =. 

 

 

 

 תשובות סופיות:

6) 
1

y x
e

=   .    

7) 2 , 2a b= = −  .     

8)  
1

y x
e

=. 

9) 
4 2

2 6
y x

e e
= − +.      

10) ln 2 1y x x=  + − . 
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 :חישובי אינטגרלים

 סיכום כללי:

 :האינטגרציהוכללי הגדרה 

)  של פונקציה פולינומית: ההאינטגרצי כלל • )
1

 , 1
1

n
n x

x dx c n
n

+

= +  −
+ . 

) נקבל: aקבוע   מקדםעבור   • )
1

 , 1
1

n
n ax

ax dx c n
n

+

= +  −
+ . 

 כללי האינטגרציה של פונקציות טריגונומטריות:  •

2 2

1 1
sin -cos  , cos sin  , tan  , -cot

cos sin
xdx x c xdx x c dx x c dx x c

x x
= + = + = + = +    

 

 :שאלות

 האינטגרלים הבאים:   אתמצא  (1

3x .א dx 512 .בx dx 

4x .ג dx 32 .דx dx 

52 .ה

3
x dx 7 .וdx 

 .ז
2

4 35 1
16 4

6 2 3

x
x x x dx

 
+ − + − 

 
 ח. 

3
24 2

5

x ax
ax b dx

b

 
− − + 

 
 

 

 מצא את האינטגרלים הבאים:  (2

3x .א dx−

 ב. 
3

1
dx

x
 

 .ג
2 4 3

1 3 a x
dx

x x x a

 
+ − + 

 
 ד. 

3

3

2 2x x
dx

x

+ −
 
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 מצא את האינטגרלים הבאים:  (3

 .א
1

2x dx ב. xdx 

 .ג
1

dx
x

 ד. 
4

3 x dx
x

 
+ 

 
 

 

 מצא את האינטגרלים הבאים:  (4

) .א )
3

5 1x dx− ב. ( )
4

3 2 7x dx− ג. 
( )

2

18

6 5
dx

x +
 

 .ד
1

6 3
dx

x −
 ה. ax bdx+ 

 

 מצא את תוצאת החילוק: (5

 .א
2 5 14

2

x x

x

− −
=

+
 .ב 

3 2 3 5

1

x x x

x

+ + −
=

−
 

 .ג
4 3 2 14 3

3

x x x x

x

+ − + −
=

+
 .ד 

3 24 9

3

x x

x

− +
=

−
 

 .ה
3 25 4 20

5

x x x

x

+ − −
=

+
 

 

 

 מצא את האינטגרלים הבאים:  (6

 .א
2 5 14

2

x x
dx

x

− −

+ ב. 
3 2 3 5

1

x x x
dx

x

+ + −

− 

 .ג
4 3 2 14 3

3

x x x x
dx

x

+ − + −

+ ד. 
3 24 9

3

x x
dx

x

− +

− 

 .ה
3 25 4 20

5

x x x
dx

x

+ − −

+ ו. 
5 4 22 4 1

2 1

x x x
dx

x

+ − +

+  

 

 מצא את האינטגרלים הבאים:  (7

 .א
( )

2
2

2

1

x
dx

x
−

−
  ב. 

( )

2

2
3 6

x
dx

x +
  

 .ג
( )

2
2

2

4 1

x
dx

x x

−

− +
  ד. 

2 2

x
dx

x +
  

 .ה
2

6 3x
dx

x x

−

−
  ו. ( )

3
28 1x x dx+  

) .ז )( )
2

2 32 6x x x dx− −   
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 חשב את האינטגרלים הבאים:  (8

 .א
2

4
sin 3cos 5

cos
x x dx

x

 
− + + 

 
 

 .ב
2

4
cos3 2sin 4

cos 3
x x dx

x

 
− + 

 
 

) .ג )
2

2

1 cos
sin

cos

x
x dx

x


 +
− + 

 
 

 

 חשב את האינטגרלים הבאים )שימוש בזהויות(: (9

) .א )2sin cosx x dx  ב. ( )sin 3 cos3x x dx 

) .ג )4 4sin cosx x dx−  ד. ( )2sin x dx  

 

 חשב את האינטגרלים הבאים:  (10

 .א
cos

sin

x
dx

x

 
 
 
  ב. 

2

sin

cos

x
dx

x

 
 
 
 

) .ג )2cos sinx x dx   

 

 חשב את האינטגרלים הבאים:  (11

sin .א 2 4cos
3

x
x dx

 
− 

 
  ב. 

2

1

cos 4
dx

x 

 .ג
2

1

sin 10
dx

x ד. ( )2 2cos sinx x dx− 

) .ה )4 4cos sinx x dx− ו. ( )
2

cos sinx x dx+ 

) .ז )( )sin cos cos 2x x x dx  2 .חtan xdx  

 .ט
( )

2

1

sin cos
dx

x x
  2 .יcos xdx 

2sin . יא 4xdx  

 

 

 

 

1

פרק 21חשבון אינטגרלי - האינטגרל הכלל...

258

258



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                      
 

 חשב את ערכי האינטגרלים הבאים )שאלות אתגר(:  (12

) .א )4 4cos sinx x dx+ 4 .בcos xdx 

4sin .ג 4xdx ד. 
1 cos 2

1 cos 2

x
dx

x

+

−
 

 .ה
3sin

1 cos

x
dx

x−
  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 :תשובות סופיות

א. (1
4

4

x
c+      .62בx c+      .ג 

5

5

x
c+      .ד

4

2

x
c+        .ה

6

9

x
c+    .7וx c+   

ז.
5 3

4 2 1
4 2

6 6 3

x x
x x x c+ − + − ח.           +

4 3 2

5 3

x ax ax
bx c

b
− − + +. 

א. (2
2

2

x
c

−

− ב.      +
2

1

2
c

x
− ג.      +

2

3 2

1 1

2 2

a x
c

x x x a
− − + + ד.    +

2

1 1
2x c

x x
− + +. 

א. (3
1.5

1.5

x
c+       .32ב

3
x c+    .2ג x c+        .38ד 2x x c+ +. 

א. (4
( )

4
5 1

20

x
c

−
ב.    +

( )
5

3 2 7

35

x
c

−
− ג.       +

3

6 5
c

x
− +

+
     

ד.
6 3

3

x
c

−
ה.     +

( )
3

2

3

ax b
c

a

+
+    . 

2ב.       −7xא.  (5 2 5x x+ 3ג.     + 22 5 1x x x− + −      

2ד.  3x x− 2ה.      − 4x −    
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א. (6
2

7
2

x
x c− ב.       +

3
2 5

3

x
x x c+ + ג.        +

4 3 22 5

4 3 2

x x x
x c− + − +         

ד.
3 2

3
3 2

x x
x c− − ה.   +

3

4
3

x
x c− ו.          +

5
2

5

x
x x c− + +. 

א. (7
2

1

1
c

x
+

−
ב.          

( )3

1

3 6
c

x
− +

+
ג.           

( )2

1

2 4 1
c

x x
− +

− +
        

2ד. 2x c+ 26ה.   + x x c− − )ו.          + )
4

2 1x c+ +        

ז.
( )

3
36

9

x x
c

−
+. 

cosא. (8 3sin 4tan 5x x x x c− − + + ב.       +
sin 3 cos 4 4 tan 3

3 2 3

x x x
c+ + + 

)ג. )cos tanx x x c − + + +.     

א. (9
1

cos 2
2

x c− ב.       +
cos 6

12

x
c−  ג.       +

sin 2

2

x
c− +   

ד. 
1 1

sin 2
2 4

x x c− +.      

2א. (10 sin x c+       .ב
1

cos
c

x
31ג.          +

sin
3

x c+. 

א. (11
1

cos 2 12sin
2 3

x
x c− − ב.        +

1
tan 4

4
x c+        .ג

1
cot10

10
x c− +    

ד. 
1

sin 2
2

x c+          .ה
1

sin 2
2

x c+      .ו
1

cos 2
2

x x c− +      

ז.
1

cos 4
16

x c− tanח.    + x x c− tan ט.         + cotx x c− +      

י.  
1 1

sin 2
2 4

x x c+ יא.    +
1 1

sin8
2 16

x x c− + 

א.  (12
3 1

sin 4
4 16

x x c+  ב.  +
3 1 1

sin 2 sin 4
8 4 32

x x x c+ + +   

 ג.
3 1 1

sin8 sin16
8 16 128

x x x c− + cot ד.   + x x c− − +   

 ה.
1

cos cos 2
4

x x c− − +  
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 : מציאת פונקציה קדומה

 שאלות: 

)נתונה נגזרת של פונקציה:    (1 ) 2' 3 7f x x= −. 

)מצא את הפונקציה אם ידוע שהיא עוברת בנקודה   )2, 1−. 

 

)נתונה נגזרת של פונקציה:    (2 )' 2 6f x x= − . 

 .  5ערך הפונקציה בנקודת הקיצון שלה הוא 
 מצא את הפונקציה. 

 

)הנגזרת של פונקציה   (3 )f x :היא ( ) 2' 8 2f x x x= − ). נתון:   + )2 1f − =. 

)מצא את   .א )f x. 

1xמצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה   .ב =. 

 

)נתונה הנגזרת של פונקציה  (4 )f x :( ) 2' 9 4f x x= − . 

1xערך הפונקציה בנקודה    .  3הוא   =

1xמצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה:   .א =. 

)מצא את   .ב )f x. 

 מצא את נקודות החיתוך של המשיק עם הצירים. .ג

 

)הנגזרת של פונקציה   (5 )f x  :היא( )' 2 3f x x= − . 

 . -3ששיפועו הוא לפונקציה משיק 

 של נקודת ההשקה.   - מצא את שיעור ה .א

)מצא את   .ב )f x  7אם ידוע כי ערך הפונקציה באותה הנקודה הוא  . 

 

)הנגזרת של פונקציה   (6 )f x  :היא( )' 6 5f x x= − − . 

 .x-ון החיובי של ציר ה עם הכיו יוצר זווית של   Aהמשיק לפונקציה בנקודה 

 .  Aשל הנקודה  x- מצא את שיעור ה .א

)מצא את   .ב )f x  6אם ידוע כי ערך הפונקציה באותה הנקודה הוא-  . 

 מצא את משוואת המשיק.  .ג

 

x

45
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)הנגזרת של פונקציה   (7 )f x  :היא ( )' 3 4f x x= −. 

2הישר   5y x= )משיק לגרף הפונקציה. מצא את   + )f x. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

1) ( ) 3 7 5f x x x= − +. 

2) ( ) 2 6 14f x x x= − +  . 

)א. (3 )
3

2 2
4 2 23

3 3

x
f x x x= − + 5ב.  + 27y x= − + . 

5א. (4 2y x= )ב.        − ) 33 4 4f x x x= − )ג.        + ) ( )0, 2  , 0.4,0−. 

0xא.  (5 )ב.        = ) 2 3 7f x x x= − +. 

1xא. (6 = )ב.        − ) 23 5 8f x x x= − − 5yג.      − x= −  . 

7) ( )
23

4 11
2

x
f x x= − +. 
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 :האינטגרל המסוים

 סיכום כללי:

)תהא פונקציה   )f x   שנגזרתה היא( )'f x (( )f x  מוגדרת בתחוםa x b .) 

)הקשר שבין האינטגרל המסוים לפונקציה קדומה הוא:   ) ( ) ( )'

b

a

f x dx f b f a= −. 

 

 הערה:  

 המיידיים של הפונקציות השונות אשר נלמדו.  האינטגרציהיש להשתמש בכל כללי  

 

 שאלות:

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:  (1

) .א )
5

2

2

5x x dx+ ב. ( )
1

2

4

3x x dx

−

−

− 

) .ג )
3

3

3

4x x dx
−

+ ד. ( )
1

5

1

3 2 1x dx
−

− 

 .ה
( )

2

2

1

2

3
dx

x −
 ו. 

4

3

1

1x
dx

x

−
 

 .ז
0 2

3

2 7 4

4

x x
dx

x
−

+ −

+ ח. 
4 2

3

3 7 2

2

x x
dx

x

− +

− 

 .ט
2

1

3 1x dx− י. 
0

5

3

4
dx

x− −
 

 

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:  (2

) .א )
0

cos x dx



 ב. ( )
0

sin 2 1x dx



+ 

) .ג )
2

2

2sin 3cos 2x x dx




−

− ד. 
3

2

0

3
2

cos
dx

x



 
+ 

 
 
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)לפניך האינטגרל הבא:   (3 )
1

4 7

a

x dx−. 

 .  -1- ערך האינטגרל יהיה שווה ל aמצא עבור אלו ערכים של  

 

)הבא:   האינטגרללפניך  (4 )
2

23
a

x x dx−. 

 .a- כתוב ביטוי לערך האינטגרל כתלות ב .א

- ערך האינטגרל יהיה שווה ל aמצא עבור אלו ערכים של   .ב
12

2

a −
. 

 

לפניך האינטגרל הבא:   (5
4

1 1

1

a

a

dx
x a x

+
 

− 
− + 

. 

 .a- כתוב את ערך האינטגרל כתלות ב .א

 .  2- ערך האינטגרל יהיה שווה לעבורו  a  מצא את ערכו של .ב

 

)לפניך האינטגרל הבא:   (6 )
0

0 3 , sin 2cos 2

a

a x x dx  + . 

 .  1- ערך האינטגרל יהיה שווה ל aמצא עבור אלו ערכים של  
 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 1ה.  - 182ד.   0ג.  - 126.75 ב.  91.5א.  (1

ו.  
9

32
  . 6י.    1.856ט.   9.5ח.   - 12ז.   

 ד.    0 ג.    ב.  0 א. (2
2

3 3 7.29
3
+ . 

3) 2 , 1.5a =. 

3א.  (4 21
6

2
a a− ב.    −

1
0 , 1 , 

2
a = −. 

)א.  (5 )4 2 1 5a a+ + − ב.  +
1

1
4

a =. 

6) 
5

 ,  , 
6 2 6

a
  

=. 
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 חישובי שטחים בין גרף הנגזרת והצירים:

 שאלות:

)הפונקציה   (1 )f x   0מוגדרת בתחום 10x . 

)בציור מתואר גרף הנגזרת  )'f x. 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .א )f x  

)אם:  ) ( )0 4 , 2 6f f= − =,( )5 0f )וכן:   = )10 0f . 

 ברביע הראשון   והצירים גרף הנגזרתחשב את השטח המוגבל ע"י  .ב
2xעד לנקודה שבה   =. 

 

)לפניך הגרף של הפונקציה   (2 )'f x . 

 בנקודה   x- הגרף המתואר חותך את ציר ה 

)אחת בלבד והיא   )5,0 . 

)מצא את התחומים שבהם  .א )'f x   היא חיובית 

   ואת התחומים שבהם היא שלילית.

)קבע מהם תחומי העלייה והירידה של הפונקציה  .ב )f x. 

)כתוב את נקודת הקיצון של הפונקציה   .ג )f x   אם ידוע כי 

 .  -2שלה הוא  y- שיעור ה

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .ד )f x   אם ידוע כי גרף הפונקציה 

8yכאשר  y- חותך את ציר ה  =. 

)כלוא בין גרף הנגזרת  חשב את השטח ה .ה )'f x .והצירים 

 

)בציור מתואר גרף הנגזרת  (3 )'f x   של הפונקציה( )f x. 

)רשום את תחומי העלייה והירידה של   .א )f x. 

 של נקודות הקיצון   x- מצא את שיעורי ה .ב

)של  )f x   .וקבע את סוגן 

)נתון כי הפונקציה   .ג )f x בראשית הצירים וגם מקיימת:   עוברת( ) ( )3 3f f m− = = . 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   )f x   הבע באמצעות(  בתחום הנ"לm.) 

)גרף הנגזרת    השטח הכלוא בין .ד )'f x וציר ה -x   ברביעים 

 .mיח"ש. מצא את   16השני והרביעי הוא 
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)הנגזרת   (4 )'f x   של הפונקציה( )f x   .מתוארת באיור הבא 

)- האם ל .א )f x   .יש נקודות קיצון? נמק 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .ב )f x  

)אם ידוע כי   )3 4f  וכי היא חותכת את ציר   =

5yבנקודה שבה   y- ה = − . 

)גרף הנגזרת    חשב את השטח הכלוא בין .ג )'f x  

 יע הראשון. והצירים ברב
 

)באיור שלפניך מתואר גרף הנגזרת   (5 )'f x   של הפונקציה( )f x . 

)ידוע כי הנקודות   )A 5, 4.75− ,( )B 2, 2   

)- ו )C )נמצאות על   0,14 )f x . 

)מצא את נקודת הקיצון של הפונקציה   .א )f x. 

)כתוב את תחומי העלייה והירידה של   .ב )f x. 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .ג )f x . 

)  ן גרף הנגזרתחשב את השטח מוגבל בי .ד )'f x   0והצירים בתחום 5x . 

 

)באיורים שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות  (6 )f x ו -( )'f x: 

 
 
 
 
 
 
 

 

 זהה איזה גרף שייך לאיזו פונקציה ונמק.  .א

)נתון כי   .ב )10 3f = )וכי   − )f x חותכת את ציר ה -y   2בנקודה שבהy = −. 

)  גרף הנגזרתמהו השטח המוגבל בין  )'f x 10, הצירים והישרx =? 
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)נתון גרף הנגזרת   (7 )'f x  :הבא 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

)סרטט את גרף הפונקציה   .א )f x   4בתחום 7x−     לפי 

)הנתונים:   ) ( )2 7.6  ,  0 2f f− = = )- ו − )6 606.8f = −. 

 ברביע השלישי.  x- גרף הנגזרת וציר החשב את השטח המוגבל בין   .ב

 ברביע הרביעי. x- וציר החשב את השטח המוגבל בין גרף הנגזרת  .ג

 

)נתון גרף הנגזרת   (8 )'f x  :הבא 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)סרטט את גרף הפונקציה   .א )f x    4בתחום 6x−     עבור 

)הנתונים:   ) ( ) ( )
2 2 1

3 356  , 1 36  , 5 83
5 15 3

f f f− = − = = −. 

3בתחום:   x- וציר ה  גרף הנגזרתחשב את כלל השטח הכלוא בין  .ב 5x−  . 
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)בציור שלפניך מתואר גרף הפונקציה   (9 )f x   0בתחום 7x : 

 
 
 
 
 
 
 

 

)הסתמך על הגרף של   )f x   ועל הערכים הרשומים על הצירים 

 וענה על השאלות הבאות:

 מתקיים:  6- השונים מ xמצא עבור אילו ערכים של   .א

i. ( )' 0f x  

ii. ( )' 0f x =  

iii. ( )' 0f x   

נתון כי:   .ב
6

3

15mdx = כאשר ,m הוא פרמטר המסומן על ציר ה -y. 

)מצא את   )5f . 

)סרטט סקיצה של גרף פונקצית הנגזרת   .ג )'f x   0בתחום 3x  . 

)מצא את השטח המוגבל בין הגרף של פונקצית הנגזרת   .ד )'f x  

1בתחום   x- וציר ה 3x  . 

 

 סרטוט נתונים הגרפים של פונקציה ושל נגזרתה. ב (10

 לפונקציה ואיזה שייך לנגזרת. נמק.   ך, שייIIאו  Iזה מהגרפים, קבע אי .א

 כמה נקודות פיתול יש לפונקציה? נמק וסמן אותן על הסרטוט.  .ב

)נתון:   .ג ) ( )Q 2,1  , P 2,  Iבין גרף   א . מצא את גודלו של השטח הכלו−4

 )השטח המסומן בסרטוט(.    x- לציר ה
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 תשובות סופיות:

 הסקיצות מופיעות במרוכז בעמוד הבא. הערה: סרטוטי 

 יח"ש.    10ב.  (1

5xא. חיובית:   (2   :5, שליליתx .   :5ב. עולהx   :5, יורדתx  

)ג.  )min 5,  יח"ש.    10ה.     .ד. הוכחה      −2

3ולה:  א. ע (3 0 , 3 4x x−      :4, יורדת 3 , 0 3x x−   −   

minב.  max min3 , 0 , 3x x x= − = 8mד.     . ג. הוכחה .   = = − 

)א. לא. הנקודה   (4  היא פיתול מכיוון שהפונקציה עולה לפניה ואחריה.     3,0(

 יח"ש.     9ג.       .ב. הוכחה

)א.  (5 )min 5, 5xב. עולה:     .    −4.75   :5, יורדתx   . 

 יח"ש.   18.75ד.     . ג. הוכחה

)א.  (6 ) ( ): II ,  ' : If x f x       .יח"ש.  1ב 

 יח"ש.  604.8ג.   יח"ש.      9.6ב.       .א. הוכחה (7

 יח"ש.    512ב.     . א. הוכחה (8

).  iא.  (9 )' 0 :1 3f x x      .אii  .( )' 0 :  1 , 3 6f x x x= =   

).  iiiא.  )' 0 :  6 7 , 0 1f x x x     

)ב.  )5 5 , 5f m=  יח"ש.    4.2ד.          =

) - I. גרף א (10 )'f x   וגרףII - ( )f x.  .נקודות פיתול.  3ב 

 יח"ש.  3ג. 
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 סרטוטי גרפים לפי מספרי שאלות: 
 
1  )    2  )    3  )    
 
 
 
 
 
 
 
4  )    5  )    7  )  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8  )      9  )     
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 חישובי שטחים יסודיים:

 :שאלות

 גרף חשב את השטח המוגבל בין   (1

)  הפונקציה ) 2 2 3f x x x= + + , 

1xוהישרים   x- ציר ה 3x- ו  = =. 
 
 

 

2נתונה הפונקציה   (2 4 5y x x= − + +. 

 את נקודות החיתוך של  מצא  .א
 .x- הפונקציה עם ציר ה

 את השטח המוגבל בין גרף  מצא  .ב
 .y- וציר ה x- הפונקציה, ציר ה

 

 מצא את השטח המוגבל תחת   (3

)  הפונקציה ) 3 22f x x x x= −  x- וציר ה +

 . כמתואר באיור
 
 

 :x- שטח מתחת לציר ה שאלות עם  

)  נתונה הפונקציה (4 ) ( )24f x x x= −. 

 חשב את השטח המוגבל שמתחת הפונקציה  
 שברביע השלישי. x- וציר ה

 

)  נתונה הפונקציה (5 ) 4 21
2

2
f x x x= −. 

 חשב את השטח המוגבל שבין הפונקציה  
 .x- לציר ה
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 חשב את האינטגרל המסוים של   (6

2הפונקציה   6 5y x x= −  . 5-ל  0בין   +

1האם התוצאה מייצגת את סכום  השטחים:   2S S+ ? 

  אם כן, הסבר. אם לא, נמק וחשב את סכום זה.
 

3נתונה הפונקציה   (7 2 2y x x x= − −. 

 כמתואר באיור.  x- וציר ה  בין גרף הפונקציה 2S- ו 1Sהשטחים  יוצרים את  

 .x- עם ציר ה מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה .א

 .x- הפונקציה וציר ה  חשב את השטח הכלוא בין גרף .ב
 

 

 שאלות עם שטחים בין שתי פונקציות: 

)נתונות הפונקציות הבאות:  (8 ) 2 4 12f x x x= − )  -ו− ) 6g x x= − . 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הגרפים של הפונקציות הנ"ל.  
 
 

 

)נתונות הפונקציות :  (9 )
2

9 , 3y x y x= − + = −. 

 חשב את השטח המוגבל בין שתי הפונקציות. 
 

 

 

)נתונות הפונקציות:   (10 ) ( )2 21 , 7f x x g x x= − = −. 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הגרפים של  
 הפונקציות הנ"ל.  

 

)נתונות הפונקציות הבאות:  (11 ) 2 4f x x x= − )- ו + ) 4g x x= − +. 

1S- מסמנים את השטח הכלוא בין שני הגרפים ב 
 

 

  2S  -ב y- ואת השטח הכלוא בין הגרפים וציר ה

 כמתואר באיור. 

 מצא את נקודות החיתוך של הפונקציות.   .א

1חשב את היחס שבין השטחים:   .ב

2

S

S
. 
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): נתונה הפונקציה  (12 ) 3 4 5f x x x= − 5yוהישר   + =. 

 נקודות החיתוך של הפונקציה והישר. מצא את   .א

 חשב את השטח המוגבל ביניהן.  .ב
 

 

) נתונה הפונקציה : (13 ) 3 23 3f x x x x= − + . 

 בנקודות   חותך את גרף הפונקציה ACהישר 

)הבאות: ) ( ) ( )A 0,0  , B 1,1  , C 2,2. 

 . ACחשב את השטח המוגבל בין הפונקציה לישר 

 

)נתונות הפונקציות   (14 ) ( )
2

2f x x= )- ו   − ) ( )
2

2g x x= −  כמתואר באיור.  −

 .II-ו Iהתאם בין הפונקציות לגרפים  .א

 מסמנים את השטחים שבין כל פונקציה   .ב
 כמתואר באיור.  2S- ו 1S- והצירים ב 

 שווים זה לזה.  2S- ו 1Sהראה כי השטחים  

 

 שאלות עם שטחים מורכבים:

)נתונות הפונקציות:  (15 ) ( )2 22 1 , 6 9f x x x g x x x= − + = − +. 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות  
 .x- ובין ציר ה

 

23הפונקציות: נתונות  (16  , 4 6y x y x x= = − +. 

 מצא את קדקוד הפרבולה. .א

 נקודת חיתוך של הפרבולה עם הישר   מצא .ב
 שמשמאל לקדקוד הפרבולה.  

 חשב את השטח המסומן שבשרטוט.  .ג

 

2  נתונות הפונקציות: (17 24 14 , 4 6y x x y x x= − + = + +. 

 הפרבולות. דקודי  ושל ק x- מצא את שיעורי ה .א

 חשב את נקודת החיתוך בין שתי הפונקציות.  .ב

 חשב את השטח המסומן בשרטוט.  .ג
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)נתונות הפונקציות:   (18 ) ( ) ( ) ( )
2 2

3  , 3f x x g x x= − = +. 

 .x- חשב את השטח המוגבל בין שתי הפונקציות וציר ה
 

 

 

) נתונות שתי הפונקציות: (19 )
21 1

 , 2
2 2

y x y x= + = −. 

 מצא את השטח המוגבל בין שתי הפונקציות   .א
 .x- לציר ה

 מצא את השטח המוגבל בין שתי הפונקציות   .ב
 .y- לציר ה

 

)נתונות הפרבולות הבאות:  (20 ) 2 5f x x x= − )- ו + ) 2 3g x x x= − +.  

 .x- וציר ה חשב את השטח המוגבל בין הגרפים של הפרבולות

 
 
 

)נתונה הפונקציה:   (21 ) 2 6 12f x x x= + + . 

 חותך את גרף  ישר העובר בראשית הצירים 
4xהפונקציה בנקודה שבה   =  כמתואר באיור.  −

 מצא את משוואת הישר.  .א

 מצא את נקודת החיתוך השנייה של   .ב
 הישר והפונקציה. 

 מצא את השטח המוגבל בין הישר,   .ג
4xוהישר   x- גרף הפונקציה, ציר ה = −. 

 

22yנתונה הפונקציה:   (22 x= . 

)מעבירים משיק לגרף הפונקציה מהנקודה:   )A 1,2 . 

 . Bבנקודה  x-המשיק חותך  את ציר ה 
 .x- חשב את השטח המוגבל בין הפונקציה, המשיק וציר ה
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)  נתונה הפונקציה: (23 ) ( )
2

2f x x= −. 

  y- מנקודת החיתוך שלה עם ציר ה 
 . מעבירים משיק

 מצא את משוואת המשיק. .א

 x- מצא את נקודת החיתוך של המשיק עם ציר ה .ב

 .x- חשב את השטח הכלוא בין המשיק, גרף הפונקציה וציר ה .ג

 

)  משוואת הפרבולה היא: (24 ) 22 3 2f x x x= − + + . 

)הנקודות   ) ( )B 2,0  , C  הן נקודות חיתוך   0,2

 של הפרבולה עם הצירים. 
 . BCמקביל לישר   Dהמשיק לפרבולה בנקודה 

 מצא את משוואת המשיק. .א

 .x- וציר ה מצא את השטח המוגבל בין הפרבולה, המשיק   .ב

 .y- מצא את השטח המוגבל בין הפרבולה, המשיק וציר ה  .ג

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  תשובות סופיות: 

1) 
2

22
3

 יח"ש.  

)א.  (2 ) ( )1,0 ב.   −5,0 , 
1

33
3

 יח"ש.     

3) 
1

12
 יח"ש .  

 יח"ש.  4 (4

5) 
4

4
15

 יח"ש.    
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 יח"ש.   13  לא. השטח הוא:  (6

)א.  (7 ) ( ) ( )1,0  , 0,0 ב.  −2,0 , 
1

3
12

 יח"ש.      

8) 
1

57
6 

 יח"ש. 

9) 
5

20
6

    . יח"ש 

10) 
1

21
3

 יח"ש.  

)א.  (11 ) ( )1,3 ב.    4,0 , 
5

2
11

    . 

)א.  (12 ) ( ) ( )2,5  , 0,5    יח"ש.     8ב.     −2,5 , 

 יח"ש.   0.5 (13

)א.  (14 ) If x =
 

 ,( ) IIg x  ב. הוכחה.       =

15) 
2

3
     . יח"ש 

א. (16
 

( ב.     2,2(
 

( ג.     1,3(
5

3
6

 יח"ש.  

2x , 2 א. (17 x= = ) ב.    − )1,11
 

ג.     
1

25
3

 יח"ש.   

 יח"ש.  18 (18

א.  (19
4

3
ב.    יח"ש    

7
1

12
      .יח"ש 

20) 
1

16
3

 יח"ש.     

yא.  (21 x= )ב.         − ג.        −3,3(
5

7
6

 יח"ש.     

22) 
1

6
 יח"ש.     

4א.  (23 4y x= − )ב.      + )1,0
 

ג.     
2

3
 יח"ש.   

4yא. (24 x= − ב.     +
2

2
3

ג.   יח"ש.   
2

3
 יח"ש.     
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 :חישובי שטחים יסודיים עם פרמטרים

 : שאלות

2  נתונה הפרבולה: (25 8y ax= + . 

2xשיפוע המשיק לגרף הפרבולה בנקודה שבה    . -2הוא   =

 .aשב את  ח .א

 .yהפרבולה וציר   השטח המוגבל על ידי המשיק,  חשב את .ב

 

2yהפונקציה המתוארת בשרטוט היא:   (26 ax= , (a   .)פרמטר 

 הוא ריבוע.    ABCOהמרובע 
 נמצא על גרף הפונקציה.   Bהקדקוד 

 יחידות.    2ידוע כי אורך צלע הריבוע היא 
 ואת השטח המסומן בסרטוט.  aמצא את ערך הפרמטר  

 

3yנתונה הפונקציה   (27 x=  . 
x :x- מעבירים אנך לציר ה a= (a   )פרמטר חיובי 

 .x- שטח הכלוא בין האנך, גרף הפונקציה וציר ה כך שנוצר 

 את השטח המקווקו בציור.  aהבע באמצעות   .א

 .2a- אם ידוע כי שטח זה שווה ל  aחשב את   .ב
 

)נתונה הפונקציה:   (28 ) 2f x kx x= − . 

9yהישר    הפונקציה בשתי נקודות. חותך את גרף   =
 של אחת מנקודות החיתוך   x- ידוע כי שיעור ה

9xהוא   =. 

 .kמצא את ערך הפרמטר   .א

 מצא את נקודת החיתוך השנייה בין שני הגרפים.  .ב

 חשב את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה,   .ג
 )השטח המסומן(.  x- הישר וציר ה
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   תשובות סופיות: 

. א (25
1

2
a = ב.       −

4

3
 יח"ש.    

26) 
2 1

2  , 
3 2

a  יח"ש.   =

א.  (27
4

4

a
2aב.         =    . 

10kא.  (28 )ב.       = )1,9
 

ג.     
1

81
3 

 יח"ש.   
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 : חישובי שטחים כאשר נתונה נגזרת הפונקציה

 :שאלות

)נגזרת הפונקציה   (29 )f x :היא  ( ) 2' 3 8 12f x x x= − −. 

5yהישר   )חותך את גרף הפונקציה   = )f x  

 .y- על ציר ה

)צא את הפונקציה מ .א )f x. 

 מצא את השטח המוגבל בין הישר והפונקציה.  .ב

 

)הנגזרת של הפונקציה   (30 )f x :המתוארת באיור שלפניך היא  ( )' 3 2f x x= − . 

6yשמשוואתו:   ABישר   חותך את גרף   =

)הפונקציה  )f x  בנקודותA  ו -B . 

  x- מנקודות אלו מורידים אנכים לציר ה
 .  ABCDכך שנוצר מלבן 
 . 4הוא   Aשל הנקודה  x- ידוע ששיעור ה

)מצא את הפונקציה  .א )f x . 

 .x- הפונקציה, המלבן וציר החשב את השטח הכלוא בין גרף   .ב
 

)הן: י באיור שלפניך מתוארות הפונקציות שנגזרות (31 ) ( )' 4 2  , ' 2 1f x x g x x= − = − +. 

4xכאשר:  x- ידוע ששתי הפונקציות חותכות את ציר ה =. 

 מצא את הפונקציות.  .א

 חשב את השטח המוגבל בין הגרפים של שתי   .ב
 )המסומן(.  x- הפונקציות וציר ה

 
 

)נתונה פונקציה   (32 )f x . 

)משוואת המשיק לפונקציה   )f x  2שבה:  בנקודהx = 13yהיא:   − x= +. 

)הנגזרת של הפונקציה היא:  )' 4 7f x x= − −. 

)מצא את הפונקציה   .א )f x. 

 חשב את השטח הכלוא בין המשיק,   .ב
 .y- גרף הפונקציה וציר ה 
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)נתונה פונקציה   (33 )f x :שנגזרתהּ היא  ( ) 2' 3 6 9f x x x= − −. 

20yמשיק לפונקציה ברביע הרביעי בנקודה שבה:   15ישר ששיפועו  = −. 

)מצא את הפונקציה   .א )f x. 

 ?  15האם יש עוד משיקים לגרף הפונקציה בעלי שיפוע  .ב
   מצא אותם.  -אם כן

 ענה על הסעיפים הבאים: .ג

i.   7הראה כי הנקודה שבהx  משותפת למשיק    =

)ולפונקציה שמצאת בסעיף הקודם  )f x. 

ii.   גרף הפונקציה  מצא את השטח הכלוא בין 
 הקודם )ראה איור(.   ףוהמשיק שמצאת בסעי

 

)באיור שלפניך חותך גרף הפונקציה:   (34 ) 2f x x=  

)הפונקציה  את גרף   )g x   2בנקודה שבהx =. 

)הנגזרת של הפונקציה   )g x :היא  ( )' 2 8g x x= −. 

)הפונקציה מצא את   .א )g x. 

 )המסומן(.   x- חשב את השטח הכלוא בין שני הגרפים וציר ה .ב
 

)באיור שלפניך מתוארים גרף הפונקציה   (35 )f x   2והישרy x= . 

)נגזרת הפונקציה  )f x   :היא( )' 2 6f x x= −  

 הפונקציה בנקודה שבה ערך  הישר חותך את  כי וידוע 
 . 16הוא  y- ה

)מצא את הפונקציה  .א )f x . 

 האם יש לגרף הפונקציה ולישר עוד נקודות חיתוך? אם כן מצא אותן.  .ב

 ח המוגבל בין גרף הפונקציה והישר.השטחשב את   .ג
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  תשובות סופיות: 

) א. (29 ) 3 24 12 5f x x x x= − − ב.        +
1

189
3 

 יח"ש.    

) א. (30 ) 2 3 10f x x x= − + ב.        +
1

27
6

 יח"ש.   

) א. (31 ) ( )2 24  , 12f x x x g x x x= − = − +  יח"ש.   46.5ב.        +

)א.  (32 ) 22 7 5f x x x= − − ב.       +
1

5
3

 יח"ש.    

)א.  (33 ) 3 23 9f x x x x= − 15ב.       − 28y x= +     

).  iג.   יח"ש.  ii .546.75ג.           7,133(

)א.  (34 ) ( )
2

4g x x= −
 

ב.       
1

5
3

 יח"ש.     

)א.  (35 ) 2 6f x x x= −
 

)ב.        )0,0
 

ג.      
1

85
3

 יח"ש.     

 

1

פרק 22חשבון אינטגרלי - האינטגרל המסו...

281

281



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                   
 

 פונקציה רציונאלית: עם חישובי שטחים

 שאלות:

)  נתונות שתי פונקציות: (1 ) ( )2

1
 , f x g x x

x
= =. 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות,  
2xהישר    .  x- וציר ה =

 

 ענה על הסעיפים הבאים:  (2

)מבין כל המשיקים לגרף הפונקציה:  .א ) 2 3

2 1
f x

x x
= −   

 מצא את משוואת המשיק ששיפועו מינימלי. 

 באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציה   .ב
 והמשיק שמצאת בסעיף א'.  

 בין גרף הפונקציה,    חשב את השטח הכלוא
 היוצא מנקודת החיתוך   x- המשיק ואנך לציר ה

 .x- של המשיק עם ציר ה

 

)נתונות שתי פונקציות:  (3 ) ( )
2

2

1 2
 , 

2

x x
f x g x

x x

+
= =

+
 . 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות,  
2xהישר    .x- וציר ה =

 

)באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות:  (4 ) 22f x x=
 

)- ו  ) 2

a
g x

x
=  

(a  :בתחום )0קבועx  . 
 ידוע כי הגרפים נחתכים ברביע הראשון בנקודה  

4yהנמצאת על הישר:   x=. 

 .aמצא את נקודת החיתוך של הגרפים ואת   .א

  x- חשב את השטח המוגבל בין שני הגרפים, ציר ה  .ב
4xוהישר:   =. 
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)גרף הפונקציה:   (5 )
2

2

a x
f x

x

−
= (a  חותך את ציר ה )קבוע -x בנקודה( )6,0  . 

 וכתוב את הפונקציה.  aמצא את   .א

   חשב את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, .ב
2xוהישר:   x- ציר ה =. 

 

)נתונה הפונקציה:  (6 )
( )

2
2

A
f x

x A
=

+
  (A חיובי פרמטר .) 

 ידוע כי שיפוע הפונקציה בנקודת החיתוך שלה עם 

הוא:   y- ציר ה
1

9
−. 

 .Aמצא את ערך הפרמטר   .א

 .y- החיתוך עם ציר הכתוב את משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודת  .ב

4.5xהראה כי המשיק חותך את גרף הפונקציה בנקודה שבה:    .ג = −. 

 שיק וגרף הפונקציה מהסעיף הקודם.  העבר ישר אופקי מנקודת החיתוך של המ .ד
 מצא את נקודת החיתוך הנוספת של ישר זה עם גרף הפונקציה. 

 (. חשב את השטח כלוא בין המשיק, הישר וגרף הפונקציה )היעזר באיור .ה
 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

     .יח"ש 1 (1

2yא. (2 x= − ב.        +
1

8
       .יח"ש 

 .   יח"ש  1 (3

) א. (4 )2,8  , 32a ב.          =
1

13
3

       .יח"ש 

) א. (5 )
2

2

36
=  , 36

x
f x a

x

−
 יח"ש.  8ב.       =

Aא.  (6 ב.         =6
1 1

9 6
y x= −  ג. הוכחה.     +

ד. 
2

1.5,
3

 
− 
 

ה.          
5

8 
 .   יח"ש
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 פונקציות טריגונומטריות:  עם ובי שטחיםחיש

 שאלות:

)הפונקציות: נתונות  (1 ) ( )sin  , cosf x x g x x= =. 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות  
 ברביע הראשון.  y- לציר ה

 

)נתונה הפונקציה:  (2 ) 2sinf x x x= +. 

 בתחום שבין ראשית הצירים לנקודת  
 המקסימום הראשונה מימינה העבירו  

 . 1לפונקציה משיק ששיפועו 

 מצא את משוואת המשיק. .א

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,   .ב
 . ברביעים הראשון והשני x- המשיק וציר ה

 

)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה:   (3 )
sin 2 1

2

x
f x

+
=    

0.25בתחום:   1.75x −    מעבירים משיקAB   
 דרך נקודת המקסימום של הפונקציה ומעלים אנך  

 החיתוך הראשונה של גרף   מנקודת x- לציר ה
 . ABCOכך שנוצר המלבן  C- בתחום הנתון המסומנת ב x- הפונקציה עם ציר ה

 (.  ראה סימון בציור) 1S-יסומן ב הכלוא בין גרף הפונקציה והציריםח  השט

 .2S- יסומן ב y- השטח הכלוא בין צלעות המלבן, גרף הפונקציה וציר ה

 של המלבן.  ABמצא את משוואת הצלע   .א

1חשב את היחס:   .ב

2

S

S
. 

 

sinyבאיור שלפניך נתונה הפונקציה: (4 x x= 0בתחום:   + 2x  . 

 האם יש לפונקציה נקודות קיצון פנימיות בתחום הנתון?   .א

  x- מורידים אנך מגרף הפונקציה לציר ה .ב
2xבנקודה שבה:  =. 

 מהנקודה   x- מעבירים ישר המקביל לציר ה
 שמאפסת את הנגזרת.  

 המסומנים בסרטוט שווים. 2S- ו 1Sהראה כי השטחים  
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 וארים הגרפים של הפונקציה  באיור שלפניך מת  (5

)הבאות: ) 2cosf x x= ו -( ) 2sin cosg x x x= +    

0בתחום:   x  . 

 מצא את נקודות החיתוך של הגרפים בתחום הנתון.  .א

 חשב את השטח הכלוא בין שני הגרפים.   .ב

2   השתמש בזהות: 2cos 2 cos sin  = −. 
 

)הנגזרת של הפונקציה   (6 )f x  :היא( )' cos2 sinf x x x= − −. 

 של הנקודות   x- מצא את שיעורי ה .א

)המקיימות:   )' 0f x 0בתחום:   = 2x  . 

) המקיימתידוע כי הנקודה  )' 0f x  אשר אינה   =

 .x- קיצון נמצאת על ציר ה

)מצא את הפונקציה   .ב )f x. 

 באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה בתחום הנתון.   .ג
 חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה והצירים.

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (7

2נתונה הפונקציה:  .א cos 2 sin 2cosy x x x x x= − + +   

'2הוכח כי הנגזרת של הפונקציה היא:   siny x x= 

)באיור שלפניך נתונה הפונקציה:   ) 2 sinf x x x=  

xבתחום:   −  . 

 הראה כי גרף הפונקציה עובר בראשית הצירים.     .ב

 חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ג
 בתחום הנתון.  x- וציר ה

 

)נתונה הפונקציה:  (8 ) cos sinf x a x b x= +  ,,a b   .פרמטרים 

בנקודה שבה   x- הפונקציה חותכת את ציר ה
4

x


,0והיא חיובית בתחום   =
4

 
 
 

. 

,0גודל השטח הכלוא מתחת לפונקציה בתחום  
4

 
 
 

2הוא   2 2−  . 

 .b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 
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 תשובות סופיות:

     . יח"ש  0.41 (1

2yא. (2 x=  יח"ש.     ב.      +

1yא.  (3 1ב.      =

2

3 2
1.538

3 2

S

S





+
= =

−
. 

)א. אין נקודת קיצון, הנקודה    (4 ),    .היא נקודת פיתול 

20.5ב.  2 2.934S = − =. 

) א. (5 )
2 1

0,1  , ,
3 4

 
 
 

ב.      
3

1.5 1.299
2

S = =. 

א. (6
7 11

 ,  , 
2 6 6

x
  

)ב.     = )
1

sin 2 cos
2

f x x x= − ג.       +
1

2
 יח"ש.  

) ג.   ב. הוכחה    א. הוכחה   (7 )22 4 11.74S = − .      

8) 2 , 2b a= − =. 
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 פונקצית שורש:  עםחישובי שטחים 

 שאלות:

)באיור שלפניך נתונה הפונקציה:   (1 )
3

f x x
x

= +. 

4yמעבירים ישר:   x=   החותך את גרף הפונקציה 

 המסומנת באיור.    Aבנקודה 

 .Aמצא את שיעורי הנקודה  .א

)חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ב )f x , 

4yהישר   x=ציר ה , -x ואנך לציר ה -x :4x =. 

 

)באיור שלפניך נתונה הפונקציה: (2 )
1

2
f x x

x
= +. 

 מצא את נקודת המינימום שלה.  .א

 מנקודת המינימום של הפונקציה מעבירים   .ב

)ישר לנקודה    . x-שעל ציר ה  2,0(

  x- לציר ה  מצא את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, הישר ואנך

)היוצא מהנקודה    החיתוך עם גרף הפונקציה.  עד לנקודת 2,0(

 

 מתוארים הגרפים של   הבא באיור  (3

)הפונקציות:   )
16

f x
x

)- ו  = ) 2g x x=. 

 מצא את נקודת החיתוך של הגרפים.  .א

 חשב את השטח המוגבל בין שני הגרפים,   .ב
9xוהישר   x- ציר ה =. 

 

)נתונה הפונקציה:  (4 ) ( )6f x x x= − . 

הכלוא בין הפונקציה, המשיק לפונקציה בנקודת  חשב את גודל השטח 
 .y- המינימום שלה וציר ה

 

 

 

1

פרק 22חשבון אינטגרלי - האינטגרל המסו...

287

287



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                   
 

)  נתונה הפונקציה (5 )
2 1

x
f x

x
=

+
 ברביע הראשון.   

 לפונקציה העבירו משיק העובר בראשית הצירים. 
 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,  

3xהמשיק והישר   =. 

  

)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה:  (6 )
1

1f x
x

= −. 

4xוהם:   x- מעבירים שני אנכים לציר ה =  
x- ו t= (4t  .)  :נסמן 

1S - וציר ה  השטח הכלוא בין גרף הפונקציה -x. 

2S- השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, ציר ה -x .והאנכים   

1ידוע כי:   28S S= .   מצא אתt. 

 

)נתונה הפונקציה:  (7 )
8x x

f x
x

−
=. 

 יפים הבאים:ענה על הסע  .א

i.  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה 

ii. מצא את נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר ה -x. 

iii.  .הראה כי הפונקציה עולה בכל תחום הגדרתה 

מעבירים משיק לגרף הפונקציה ששיפועו הוא:   .ב
17

16
m  . מצא את נקודת ההשקה.=

 x- ואנך לציר ה x- חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, ציר ה .ג
 מנקודת ההשקה שמצאת בסעיף הקודם. 

 

)נתונות שתי פונקציות:   (8 ) ( ) ( )0    , 2b f x x b g x x = + = 

הוא  x- גודל השטח הכלוא בין הפונקציות וציר ה
2

2
3

 .  יח"ש 

 . bמצא את ערכו של הפרמטר  
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)באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות:  (9 ) 2f x x=  

)- ו )
32

g x
x

 ברביע הראשון.   =

xמעבירים ישר   a=   החותך את גרף הפונקציה( )g x  

 והישר.   x- ויוצר את השטח הכלוא בין שני הגרפים, ציר ה 

- ידוע כי שטח זה שווה ל
1

85
3

S = . 

 .aמצא את  

 

)באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות:  (10 )
3

f x
x

)- ו  = )
3

g x
x

= −. 

xמעבירים שני ישרים:   k= ו -x t=  ותכים את הגרפים אשר ח 
 .  CD- ו ABויוצרים את הקטעים של הפונקציות 

 . AB =2CD ידוע כי:

4k  הראה כי: .א t=. 

 השטח הכלוא בין הגרפים של הפונקציות   .ב
xוהישרים:   k= ו -x t=    :12הואS = . 

 .tמצא את  
 

 ענה על הסעיפים הבאים: (11

)מצא עבור איזה ערך של   .א )1  , a a   :יתקיים
1

3
1 0

2 1

a

dx
x

 
− = 

− 
. 

)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה:   .ב )
3

1
2 1

f x
x

= −
−

. 

1xוהם:   x- מעבירים שני אנכים לציר ה 13x- ו = =  
 . 2S- ו 1Sכך שנוצרים השטחים  

 x- מצא את נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר ה

 ענה על הסעיפים הבאים:  .ג

i.   ,חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה 

)  והאנך  x- ציר ה )1  , 1S x =. 

ii.   2היעזר בתוצאה שקיבלת ובסעיף א' וקבע לכמה שווה השטחS.  

 נמק את טענתך. 
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)   באיור שלפניך מתוארת הפונקציה: (12 )
9

2 1
f x

x
=

−
 

13xמעבירים את הישרים המקבילים לצירים:   = 
3y- ו  כמתואר באיור.   ABCD כך שנוצר המלבן  =

3yהישר    . Mחותך את גרף הפונקציה בנקודה  =

 .Mצא את שיעורי הנקודה מ .א

 מסמנים את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ב
 . 2S- ואת שטח המלבן ב 1S- והישרים ב 

1הראה כי:  

2

2

13

S

S
=. 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות:

) א. (1 )A 1,4
 

    .יח"ש   15.5ב.       

)א.  (2 )min 0.5,1.5
 

      .יח"ש  1.75ב.     

)א.  (3 )4,8
 

    . יח"ש  48ב.      

 יח"ש.      2.26 (4

 יח"ש      0.5 (5

6) 16t =. 

i  .0xא.  (7      ii  .( )4,0    iii  .( )
4

' 1 0f x
x x

= +     

)ב.  יח"ש.  88ג.       16,14(

8) 2b =  . 

9) 9a =.  

1tב.  א. הוכחה   (10 = . 

13aא.  (11 )ב.       = i  .1ג.      5,0( 2S =    ii.2 1 2S S= − =. 

)א.  (12 )M 5,3.    
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ואלקטרוניקה
פרק 23 - אינטגרלים בשיטת ''הנגזרת כבר בפנים''

תוכן העניינים

1. אינטגרלים בשיטת הנגזרת כבר בפנים י 291
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 "הנגזרת כבר בפנים"אינטגרלים בשיטת 

 שאלות 

 הערה: את האינטגרלים בפרק זה ניתן לפתור גם בעזרת שיטת ההצבה.

 

 : הבאים חשב את האינטגרלים 

1) 
2

2

1

x
dx

x + 2) cot xdx 3) 
2

3 1

x
dx

x + 

4) tan xdx 5) 
1

ln
dx

x x 6) 
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1

x

x

e
dx

e

+

+ 

7) 
2

2xe xdx 8) 
tan

2cos

xe
dx

x 9) 
22xe xdx−

 

10) ( )2cos 2 1 4x xdx+  11) ( )cos sin cosx xdx 12) 
( )cos ln x

dx
x 

13) ( )4 3cos 10 1x x dx+ 14) ( )2sin 1x xdx+ 15) 
sin x

dx
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16) 
ln x

dx
x 17) 
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arctan
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x
dx

x+ 18) 
( )

2

tan
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x
dx

x 

19) 
2

2

1

x
dx

x +
 20) 

cos

2sin

x
dx

x
 21) 22 1x x dx+ 

22) 2 3 4x x dx+ 23) 
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 תשובות סופיות 

1) 2ln 1x c+ + 2) ln sin x c+ 3) 
31

ln 1
3

x c+ + 

4) ln cos x c− + 5) ln ln x c+ 6) 2 ln 1xe e c+ + 

7) 
2xe c+ 8) tan xe c+ 9) 

22

4

xe
c

−

− + 

10) ( )2sin 2 1x c+ + 11) ( )sin sin x c+ 12) ( )sin ln x c+ 

13) ( )41
sin 10 1

40
x c+ + 14) ( )21

cos 1
2

x c− + + 15) ( )2cos x c− + 

16) ( )
21

ln
2

x c+ 17) ( )
21

arctan
2

x c+ 18) ( )
21

tan
2

x c+ 

19) 22 1x c+ + 20) 2sin x c+ 21) ( )
3

2 2
2

1
3

x c+ + 

22) ( )
3

3 2
2

4
9

x c+ + 23) ( )
3

2
2

ln
3

x c+ 24) ( )
3

2
2
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3
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ואלקטרוניקה

פרק 24 - אינטגרלים בשיטת ההצבה

תוכן העניינים

1. אינטגרלים בשיטת ההצבה י 293
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 שיטת ההצבהים באינטגרל

 שאלות 

 : הבאיםחשב את האינטגרלים 

1) 
( )

2
2

2

1

x
dx

x +
 2) 3 54x x dx+  3) 

3

2

2

1

x
dx

x +
 

4) 
2 1

x

x

e
dx

e + 5) 
4

1

ln
dx

x x 6) 
2

1

1 ln
dx

x x−
 

7) 
2 3xe x dx 8) 

3 xe dx 9) 
( )

1

1
dx

x x+
 

10) ( )3 22 cos 1x x dx+ 11) ( )
14

3 23 1x x dx− 12) 
( )2cos ln x

dx
x 

13) 
2

1
1 dx

x
+ 14) 3ln xdx 15) 

3

8 2

x dx

x + 

16) 
4ln x

dx
x 17) 

2

2

arctan

1

x
dx

x+ 18) 
( )ln ln ln

dx

x x x  

19) arctan xdx 20) 
( )

7

2
41

x
dx

x−
 21) 

21 x

dx

e+
 

22) ( )cos ln x dx 23) 
( )3

1

1
dx

x x+
 24) 35 3 1x x dx+ 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

1

1
c

x
− +

+
 

2) 
( )

( )
5

3
3

3
42 4

4
3 5 3

x
x c

 
+ 

− + + 
 
 

 

3) 

3
2

21
2 1

3

x
x c

 
+

 − + +
 
 

 

4) ( )arctan xe c+ 

5) 
( )

3

1

3 ln
c

x
− + 

6) ( )arcsin ln x c+ 

7) ( )
2 221

2

x xx e e c− + 

8) ( )3 2
3 33 2 2xe x x c− + + 

9) 

2
1 1 1

ln
2 2 4

x x c
   

+ + + − +   
   

 

10) ( ) ( )2 2 2sin 1 cos 1x x x c+ + + + 

11) 
( ) ( )

16 15
2 23 1 3 11

18 16 15

x x
c

 − −
 + +
 
 

 

12) ( )
1 1

ln sin 2ln
2 2

x x c
 

+ + 
 

 

13) 
2

2

2

1 1 1
1 ln

2 1 1

x
x c

x

+ −
+ + +

+ +
 

14) ( )3 2ln 3ln 6ln 6x x x x c− + − + 

15) 
41

arctan
4 2 2

x
c

 
+ 

 
 

16) 
( )

5
ln

5

x
c+ 

17) 
( )

3
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x
c+ 
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18) ( )ln ln ln x c+ 

19) arctan arctanx x x x c− + + 

20) 4

4

1 1
ln 1

4 1
x c

x

 
− − − − + 

− 
 

21) 
2

2

1 1 1
ln

2 1 1

x

x

e
c

e

+ −
+

+ +
 

22) ( ) ( )( )cos ln sin ln
2

x
x x c+ + 

23) ( )6 66 arctanx x c− + 

24) 
( ) ( )

7 4
3 33 31 1

7 4

x x
c

+ +
− + 
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ואלקטרוניקה

פרק 25 - אינטגרלים של פונקציות רציונליות

תוכן העניינים

1. אינטגרלים של פונקציה רציונלית י 296
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 אינטגרלים של פונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםחשב את האינטגרלים 

1) 
( )

2

1

4

x
dx

x

+

−
 2) 

( )
4

2

2 5

2 1

x
dx

x x

+
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 
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2

5
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+ 
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2 5 6

x
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2

3

1x x
dx
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− 

7) 
2

3

6 4 6

7 6

x x
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4 2
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13 36
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2 1
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2 2 1
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dx
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 תשובות סופיות 

1) 
5

ln 4
4

x c
x

− − +
−

 

2) 
( ) ( )

6 7

1 1

3 6 1
c

x x
− − +

− −
 

3) 
1 2

ln
4 2

x
c

x

−
+

+
 

4) 
2 7

ln 5
5 5

x x c− + + 

5) 3ln 3 2ln 2x x c+ − + + 

6) 
1 1

ln 1 ln 1
2 2

x x x c+ − − + + 

7) ln 1 2 ln 2 3ln 3x x x c+ + + + − + 

8) ln 3 ln 3 ln 2 ln 2x x x x c+ + − − + − − + 

9) 
4

ln 2 ln 2
2

x x c
x

− − − + +
−

 

10) 
1 5

6ln
x

c
x x

+
− + 

11) 
3

4ln
3 3

x
c

x x
+ +

+ +
 

12) 
1 1 1

2ln
2 1 2

x
c

x x x

−
− − +

− − −
 

13) 
1 1

arctan
2 2

x
c

+ 
+ 

 
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1 0.5
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3 3
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x
c

 
+ 
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 
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16) ( )21
ln 1 ln 2

2
x x c+ + + + 

17) 
1

arctan arctan
2 2

x
x c

 
− + 

 
 

18) ( )
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2

2

1 1
ln ln 1

2 2 1
x x c

x
− + + +

+
 

19) 
1 1

arctan sin arctan
16 2 2 2

x x
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+ +     

     
 

1

פרק 25אינטגרלים של פונקציות רציונליו...

297

297



מתמטיקה להנדסאי חשמל
ואלקטרוניקה

פרק 26 - משוואות דיפרנציאליות לינאריות מסדר ראשון

תוכן העניינים

1. מבוא  י (ללא ספר)

2. הפרדת משתנים י 298

3. משוואה הומוגנית י 300

4. משוואה מהצורה dx+(dx+ey+f)dy=0(ax+by+c) י 302

5. משוואה מדויקת י 303

6. גורם אינטגרציה י 305

7. משוואה לינארית מסדר ראשון י 308

8. משוואת ברנולי י 310

9. משוואת ריקטי י 311

10. משוואות מסדר ראשון וממעלה גבוהה י 312

11. פתרונות גרפיים ונומריים למשוואה מסדר ראשון י 314

12. משפט הקיום והיחידות על שם פיאנו ופיקארד י 316

13. הצבות שונות ומשונות י 319
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 הפרדת משתנים

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות:  

1) ( )
2

0
dy x

y
dx y

 = 

 

2) ( ) 21 'x y y− = 

 

3) 2 2' 1 1 0yy x x y+ + + = 

 

4) (2) 1 ; ( 1) 4
dy

y x y
dx

= − = 

 

5) (1) 1 ; 3 3 9
dy

y xy y x
dx

= − = + − − 

 

6) ( ) ( )2 2 2 22 2 4 4 0x y x y dx xy x y dy− + − − − − + = 

 

7) ( )22 4dy t y dt= + 

 

8) 2 2 2
dx

x x
dt

= − + 

 

9) 2( ) 1 ; ' sin 0y y y x = + = 

 

10) ( ) 2cos 0 (0) 5 ; sec
dy

x y y x
dx

 = = 

 

11) ( )
3

2
0 1    ;     

1

dy xy
y

dx x
= =

+
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 תשובות סופיות 

1) 32

3
y x k=  + 

2) 
1

,    0
ln |1 |

y y
x c

= =
− −

 

3) 2 21 1y x c+ = − + + 

4) 
1

ln | | ln | 1|
4

y x= − 

5) 
2

ln | 3 | 3 ln 4 3.5
2

x
y x− = + + − 

6) ( )
2

2 1y x k=  − + 

7) ( )22tan 2y t k= + 

8) ( )1 tanx t c= + + 

9) 
1

cos
y

x
= − 

10) ln tan ln 5y x= + 

11) 2

2

1
1 1.5

2
x

y
= + −

−
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 הומוגנית המשווא

 שאלות

 : 8-1בשאלות  פתור את המשוואות 

1) ( )3 3 2 0y x dx xy dy+ + = 

 

2) 
4 3

'
2

y x
y

x y

−
=

−
 

 

3) 2 2 ' 'y x y xyy+ = 

 

4) ( ) ( )2 23 0xy y dx x xy dy+ + + = 

 

5) cos cos 0
y y

x y dx x dy
x x

 
− + = 

 
 

 

6) 
2

2 2

( / )

2 2 ( / ) 2 ( / )

2
'

2

x y

x y x y

xye
y

y y e x e
=

+ +
 

 

7) ( )2 2(1) 0 ; 0y y x y dx xdy= + + − = 

 

8) ( ) ( )2 3 3 2 22 2 4 6 2 0x t x dt x x t xt dx− + − + = 

 

):נתונה המשוואה (9 )2 2 0ny x dx xy dy+ + =. 

 על מנת שהמשוואה תהיה הומוגנית? , nמה צריך להיות הערך של הקבוע   .א

 שמצאת בסעיף א.  nפתור את המשוואה עבור הערך של   .ב
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 תשובות סופיות 

1) ( )
3

1/3

1
ln ln 2 / 1  ,       

6 2

x
x y x c y− = + + = − 

2) ( ) ( )
1 5

ln ln / 1 ln / 3  ,    ,   3
4 4

x y x y x c y x y x= − − + + = = − 

3) ( ) ( )ln ln / / ,     0x y x y x c y− = − + = 

4) ( )
21

ln ln 2 / 4 ,    0,     2
4

x y x c y y x− = + + = = − 

5) ( )ln sin /x y x c= − + 

6) ( )( )
2

/
ln 1 ln ,      0

x y
e y c y+ = + = 

7) 1ln sinh
x

x c
y

−  
= + 

 
 

8) ( ) ( ) ( ) ( )
21

ln ln / / ,    0,     
2

t x t x t c x t x t t= − − + = = 

9) ( )( )21
1,   ln ln 1 2 /

4
n x y x c= = − + + 
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)משוואה מהצורה  ) ( ) 0ax by c dx dx ey f dy+ + + + + = 

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) 
1

2

dy x y

dx x y

+ +
=

+ +
 

 

2) ( ) ( )2 3 2 4 1 0x y dx x y dy+ + + + − = 

 

3) 
2 5

2 4

dy y x

dx x y

− +
=

− −
 

 

4) 
3 2

1

dx x y

dy x y

+ +
=

+ +
 

 

5) ( ) ( )2 3 1 0x y dx x y dy+ − + + − = 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )( )
1 1 1

1 ln 2 1 1 ,    1.5
2 4 4

x x y x y c y x= + + + + + + + + = − − 

2) 
1 2 3 2

ln 1 ln 1 ln 1   , 3  ,    1
2 1 2 1

y y
x c y x y x

x x

+ +
− = − − + + = − = − −

− −
 

3) ( )
2

0 14 2 3y x y k= − + + + 

4) ( ) ( )1 2 2
ln 1 2 2 ln 2 2 2 2 ln 2 2

4 1 1

y y
x c

x x

 + + 
− = − + − + − + + + − − 

 

0.5 2 0.5 ,  0.5 2 0.5y x y x= − − = − − + 

5) 
2

1 1 1
ln 2 ln 2 2

2 2 2

y y
x c

x x

 + + 
− = + + +   − −  
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 משוואה מדויקת

 שאלות

 : 6-1בשאלות  פתור את המשוואות 

1) ( ) ( )32 3 3 1 0x y dx x y dy+ + + − =

 
 

2) ( ) ( )2 3 22 2
4 2 3 0xy xyy e x dx xye y dy+ + − =

 
 

3) ( ) ( )2cos 2 sin 1 0y yy x xe dx x x e dy+ + + − =

 
 

4) ( )2 21 sin 2 2 cos 0y x dx y xdy+ − =

 
 

5) 2 1
2 2 ( 1) 0

( )

y
y dx y x dy

x x y x y

   
− + + + + =   

+ +    
 

6) ( ) ( )2 3 3 2 22 2 4 6 2 0x t x dt x x t xt dx− + − + =

 
 

)נתונה המשוואה   (7 ) ( )2 33 2 0xy xyx ye dx y kxe dy+ + +  קבוע.   kכאשר  ,=

 שהמשוואה תהיה מדויקת?  על מנת, kמה צריך להיות הערך של הקבוע   .א

 שמצאת בסעיף א.  kפתור את המשוואה עבור הערך של   .ב
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 תשובות סופיות 

1) 4 20.5 3 0.5x yx y y c+ + − = 

2) 
2 4 3xye x y c+ − = 

3) 2sin yy x x e y c+ − = 

4) 
2 2cos2

2 2

y x y
x c− − = 

5) 2ln ( 1) 2 lnx y x y x x c+ + + + − = 

6) 2 2 3 42x t x t x c− + = 

7) 
4

31,   
2

xy y
k x e c= + + = 

1
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 גורם אינטגרציה 

 שאלות

)הראה שהמשוואה   (1 )2 3 21 ' 0x y x y y+ +  , אינה מדויקת =

האינטגרציה  ופתור אותה בעזרת גורם 
3

1

xy
. 

 

הראה שהמשוואה   (2
sin cos 2 cos

2 sin 0
x

xy y e x
e x dx dy

y y

−
−    +

− + =  
   

 

 .xyeופתור אותה בעזרת גורם האינטגרציה   ,אינה מדויקת

 

)הראה שהמשוואה  (3 )2 sin cos 0x ydx x ydy+ +  , אינה מדויקת =

 .xxeאינטגרציה  הופתור אותה בעזרת גורם 

 

 : 9-4בשאלות    המשוואותפתור את 

4) ( ) ( )2 2 0x y x dx xy dy+ + + =  

 

5) ( )2 2 0x x y dx ydy− − + = 

 

6) ( ) ( )3 4 32 2 0xy y dx xy dy+ + − = 

 

7) ( )2 0y y dx xdy− + = 

 

8) ( ) ( )2 2 2 0y xy dx x x y dy− + + = 

 

9) ( )
2

3 4

3
1 1 ; '

2

yx
y y

x y
= − =

+
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)  נתונה מד"ר לא מדויקת (10 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

)הוכח: אם   .א )y xM N
f x

N

−
אז  ,=

( )f x dx

e  .הוא גורם אינטגרציה 

)הוכח: אם   .ב )y xM N
g y

M

−
אז  ,=

( )g y dy

e
− הוא גורם אינטגרציה . 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (11 ) ( )4 3 24 2 3 0y xy dx xy x dy− + − =. 

 בלבד. xyבהנחה שהוא פונקציה של   ,מצא את גורם האינטגרציה של המשוואה

)  גורם האינטגרציה מהצורה  ,כלומר )xy. 

 

)נתונה המשוואה   (12 ) ( )2 3 2 2 35 3 2 3 3 6 0x y xy dx x xy y dy+ + + + + =. 

)  בהנחה שהוא מהצורה ,מצא את גורם האינטגרציה )x y +. 

 

)  ציאליתנ נתונה המשוואה הדיפר  (13 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

 על מנת שיהיה לה גורם אינטגרציה  , מצא תנאי על המשוואה

  פונקציה שלשהוא  
x

y
 בלבד. 

 

)  הדיפרנציאליתנתונה המשוואה  (14 ) ( )2 3 2 0x y dx x xy dy+ + =. 

x  בהנחה שהוא פונקציה של ,מצא את גורם האינטגרציה של המשוואה y . 

)גורם אינטגרציה מהצורה    ,כלומר )x y . 

 

)נתונה המשוואה הדיפרנציאלית   (15 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

על מנת שיהיה לה גורם אינטגרציה שהוא   , המשוואהמצא תנאי על  .א
 בלבד.  xy  פונקציה של

היעזר בסעיף א' על מנת למצוא את גורם האינטגרציה של המשוואה   .ב

( )2 ln 0y xy x dx xdy− + =. 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (16 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

 נת שיהיה לה גורם אינטגרציה מצא תנאי על המשוואה על מ 
xשהוא פונקציה של   y+ .בלבד 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

20.5 ln
2

y
x y c

−

+ + =
−

 

2) sin 2 cosxe y y x c+ = 

3) 2sin xy e x c  = 

4) 
3

4 2 20.25 0.5
3

x
x x y c+ + = 

5) ( )2 21
ln

2
x y x c+ − = 

6) 2

2

1
x xy c

y
+ + =  

7) 
x

x c
y

− = 

8) 
1

ln x y c
xy

− − + = 

9)  
3 32 1

3 3

x y

y
− + = 

 . שאלת הוכחה (10

11) ( ) ( )
2

xy xy = 

12) ( ) ( )
2

x y x y + = + 

13) 
( ) ( )

( )2
2

if:    then:  I.F.:

y xy M N

y x yN xM
y M N

xh e
yyN xM



−

+
− 

= =
+

 

14) 
3

1

xy
 = 

)א.  (15 )if :      then: I.F. : 

y xM N

y x yN xM
M N

h xy e
yN xM



−

−
− 

= =
−

 

ב. 
2 2

1

x y
 = 

16) ( )if :      then:I.F.:
y xM N

y x N M
M N

h x y e
N M



−

−
− 

= + =
−
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 ת מסדר ראשוןוליניארי משוואות

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) 2 4
dy

xy x
dx

+ = 

 

2) 3 2' 3 2xy y x x x= + + − 

 

3) ( ) ( ) ( )
3

2 2 ' 2 2x x y y x − = + − 

 

4) ( ) ( )3 2 30 ' 2 3x x y x y x + − = 

 

5) ( )0 1 ; 2 2
dy

y y t
dt

= + = + 

 

6) ( ) cossin 0 cot 5 xdy
x y x e

dx
 + = 

 

7) ( )sin 0 ' 2 cot 1x y y x − = 

 

8) ( ) 20 ; ' 2 cosz x z xz x = + = 

 

9) ( )32ydx x y dy= + 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

2 xy C e−= +  

2) 
2

3 2ln
2

x
y x x x C

 
= + − + 

 
 

3) ( ) 22 4y x x x C = − − +  

4) 
2

1

3 31

2
xy x C x e= +  

5) 2 ty t e−= + 

6) cos1
5

sin

xy e C
x
 = − +  

7)  2sin coty x x C= − + 

8) 
2

sin x
z

x
= 

9) ( ) ( )2x y y y c= + 

1
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 משוואת ברנולי

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) 2 3' 2 0x y xy y+ − =

 
 

2) ( )2 21 ' 2 0x y xy y+ − − =

  

3) 2 1/22
dy

x y x y
dx

− =

 
 

4) ( ) 4 3 21
1 2.5 ; ' 5y y x y x y

x

 
= − + = − 

  
 

5) ( ) 31
sin 0 ' cot

sin
x z x z z

x
 −  = 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
4

1

2

5

y

c x
x

= 

+ 

 

2) 
2 1x

y
x C

+
=
− +

 

3) 
2

2

2

x
y x C

 
= + 

 
 

4) 
5

5

5 x

x

xe
y

e e
=

+
 

5) 
2sin

cos

x
z

x C
= 

+
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 משוואת ריקטי 

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) 2 25
' 1

2

x xy e e y y
 

= + + + 
  

 

2) ( )
2

' 1y x y= + −

  

3) ( )2 2' 1 2 cos 1 4 cos 2 cosy x x x x x y y x= + + − + + 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

1) ( )
1.52

3

0.5
x

x

x

e
y x e

Ce−

= − +

− +

 

2) ( )
1

y x x
x C

= +
− +

 

3) ( )
1

cos sin x
y x x

x x Ce
= +

− +
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 משוואות מסדר ראשון וממעלה גבוהה

 נושא זה לא נלמד בדרך כלל; בדוק עם מרצה הקורס אם אתה נדרש אליו.הערה: 

'  נסמןפרק זה  -בתת :ת סימוןהער
dy

p y
dx

= =. 

 

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) ( ) 2 2 2 2' 4 4 2 0p y x p x p xy y= − − − =

 
 

2) ( ) 2 2 2' 6 0p y x p xyp y= + − =

 
 

3) ( ) ( )2 2 2 2' 0p y xyp x xy y p x xy= + + + + + =

 
 

4) ( ) 4 2' 2p y y px p x= = +

 
 

5) ( ) 2' 2 4 0p y xp yp x= − + =

 
 

6) ( ) ( ) 2 2' 0 6 3 0p y y p y px y=  + − = 
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 תשובות סופיות 

1) ( )1 2

1
2 ln ln 0

2
y x x c y x c

 
− −   + − = 

 
 

2) ( ) ( )1 2ln 2ln ln 3ln 0y x c y x c− −  + − = 

3) 
2 2

1
20.5 0,   0

2 2

c y x
y x c x

x

  
+ −  + − =   

   
 

4) 22y cx c=  + 

5) 21 2

2
y cx

c
= + 

6) 
2

2

2 2
6 3 0

c c
y x y

y y

   
+ − =   

   
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 פתרונות גרפיים ונומריים למשוואה מסדר ראשון

 שאלות

'שרטט שדה כיוונים למשוואה הדיפרנציאלית   (1 2y y x= −. 

 

 : ג' לשדה הכיוונים שלה-התאם כל אחת מהמשוואות שבסעיפים א' (2

' .א
x

y
y

= 

y' .ב xy= 

y' .ג x y= + 

 

   

 3איור     2איור    1איור 

 

)נתונה המד"ר:    (3 )' , 0 2y y x y= − =. 

)  מצא בקירוב את )1y  0.1  בעזרת שיטת אוילר עםh =. 

 

)נתונה המד"ר:   (4 )' , 1 2y x y y= + =. 

)  מצא בקירוב את )2y  0.2  בעזרת שיטת אוילר עםh =. 
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 תשובות סופיות 

1)  

 

 . סעיף א' –  3איור  , סעיף ב' –  2איור  , סעיף ג' –  1איור  (2

3) ( )1 4.593y = 

4) ( )2 6.95328y = 

1
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 על שם פיאנו ופיקארד   משפט הקיום והיחידות

 שאלות

)נתונה הבעיה   (1 ) 21 1
2 1  ,  '

2 4
y y x x y= − = − + +. 

)- הוכח ש .א ) ( ) 2

1 2

1
1,    

4
y x x y x x= − + =  הם פתרונות לבעיה.  −

 קבע באיזה תחום תקף כל אחד מהפתרונות. 

 הסבר מדוע קיום שני פתרונות לא סותר את משפט היחידות.  .ב

 

)  נתונה הבעיה (2 ) 30 0 ,    ' 4y y y= = +. 

 הוכח שהבעיה מקיימת את תנאי משפט הקיום.  .א

 הוכח שהבעיה אינה מקיימת את תנאי היחידות.  .ב

 ומצא אותו.  ,הוכח שלבעיה קיים פתרון יחיד .ג

 

)פתור את הבעיה   (3 ) ( )2 2 24 0 ,   ' cos sin
2

y y x y y x y
 

= = + − + 
 

. 

 

)נתונה הבעיה   (4 ) ( )( )
5

20 4 ,   ' 1y y y x y= = − +. 

 הראה שכל פתרון של הבעיה בהכרח חסום מלמטה. .א

 הראה שכל פתרון של הבעיה בהכרח עולה בתחום הגדרתו.  .ב
 

)  נתונה המד"ר (5 )32ydx x y dy= +. 

)הראו שעבור   .א )x x y=  ,המד"ר ליניארית מסדר ראשון 

 . אתופתרו אותה ככז

 קבעו, על פי משפט הקיום והיחידות למד"ר ליניארית,  .ב

)מהן נקודות ההתחלה   )0 0,x y ,כך שלמד"ר הנתונה קיים פתרון יחיד , 

)העובר דרך   )0 0,x y. 

 צטטו את המשפט עבור המד"ר הליניארית שקיבלתם.

)שבו קיים פתרון יחיד העובר דרך   מהו הקטע הארוך ביותר  )0 0,x y? 
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נתונה בעיית ההתחלה   (6
' 2

(0) 1

y xy

y

=


=
. 

 קרובי פיקארד לפתרון הבעיה.  3מצאו  .א

 באינדוקציה(. )הוכיחו  nמצאו צורה כללית לקירוב פיקארד מסדר   .ב

 n  והראו כי קירוב פיקארד מסדר ,פתרו את המד"ר ישירות  .ג
nמתכנס לפתרון כאשר   → . 

 

)כמה פתרונות יש לבעיית ההתחלה   (7 )
1

' | sin |
0

(1)

y y
x x

y 


=

 
 =

? 

 

  נתונה בעיית התחלה: (8
2' 5 5

(0) 0

y y

y

 = +


=
. 

 יה קיים פתרון יחיד. עכלשהו שבו לבמצא קטע   .א

שבו משפט הקיום והיחידות יודע להגיד   ,מצא את הקטע הגדול ביותר .ב
 שקיים פתרון יחיד. 

שקיים קטע גדול יותר מהקטע שמצאת   ,על ידי חישוב ישיר  ,הראה .ג
 בו קיים לבעיה פתרון יחיד.  ,בסעיף ב'

 

  נתונה בעיית התחלה: (9
( )' 0

(0) 1

x
y y

y

y


= − 


 =

. 

 יה קיים פתרון יחיד. עמצא קטע כלשהו שבו לב .א

שבו משפט הקיום והיחידות יודע להגיד   ,מצא את הקטע הגדול ביותר .ב
 שקיים פתרון יחיד. 

שקיים קטע גדול יותר מהקטע שמצאת   ,על ידי חישוב ישיר  ,הראה .ג
 בו קיים לבעיה פתרון יחיד.  ,בסעיף ב'

 

הראו כי לבעיה   (10
0 0

' sin

( )

y x y

y x y

= +


=
 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

הראו כי לבעיה   (11
0 0

' sin

( )

y x xy

y x y

= 


=
 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

הראו כי לבעיה   (12
2

0 0

'

( )

yy xye

y x y

− =


=

 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

1
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 תשובות סופיות 

 . ב. שאלת הסבר  . שאלת הוכחהא.  (1

 . ג. שאלת הוכחה  . ב. שאלת הוכחה  . שאלת הוכחהא.  (2

3) ( ) 0y x =  

 ב. שאלת הוכחה.   . א. שאלת הוכחה (4

 ראו שאלה אחרונה בנושא 'מד"ר ליניארית מסדר ראשון'. א.  (5

)כל נקודת התחלה  ב.  )0 0,x y  0, שעבורה 0y . 

)הקטע הארוך ביותר:       )0,   או( ),0−. 

א.  (6
2 4 2 4 6

2

0 1 2 3( ) 1, ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1
1! 2! 1! 2! 3!

x x x x x
y x y x x y x y x= = + = + + = + + + 

ב. 
4 6 2

2( ) 1 ...
2! 3! !

n

n

x x x
y x x

n
= + + + +  ג. הוכחה.   +

 אחד.  (7

א.  (8 0.08,0.08−  .ב[  הוכחה. ג.   −[0.1,0.1

א.  (9
1 1

,
4 4

 
− 
 

]ב.     ג. הוכחה.   −[0.5,0.5

 הוכחה.  (10

 הוכחה.  (11

 הוכחה.  (12

1
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 ומשונות  שונותהצבות 

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) ( )' cosy y x= − 

 

2) ( )2

2
' cos ; 1 0

y y
y y

x x

 
= + = 

 
 

 

3) ( )
4

2 2' , 0 1
4

x
y x y y x y− + = − = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

sin
c

z
− + 

2) 
1 1 sin

ln
2 1 sin

z

z

+ 
 
− 

 

3) 
2 1

2 1

x
y

x
= +

+
 

1

פרק 26משוואות דיפרנציאליות לינאריות ...

319

319
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ואלקטרוניקה

פרק 27 - התמרת לפלס
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1. התמרת לפלס י 320

2. התמרת לפלס ההפוכה י 323
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 התמרת לפלס

 . להתמרת לפלס  בסוף ספר הפרק יש דף נוסחאות

 

 שאלות

 בעזרת טבלת התמרות לפלס:  12-1בשאלות חשב את התמרות לפלס  

1) ( )2 4 2L t t+ − 2) 41 2
1

2
L t t



 
+ + 

 
 

3) ( )4 210t tL e e− + 4) ( )cosh 4L t 

5) ( )sinh10L t 6) ( )sin 2 cos 2L t t 

7) ( )sin 2 cos3L t t 8) ( )2sinL t 

9) ( )2cos 4L t 10) ( )2 sin 4L t t 

11) ( )4 2tL t e 12) ( )2 sin 4tL e t 

 

)ה: הבא  ה מצא את התמרת לפלס של הפונקצי (13 )  0 1

1 1

t t
g t

t

 
=


. 

 

)מצא את התמרת לפלס של הפונקציה הבאה:   (14 )  0 1

2 1

t t
g t

t t

 
=

− 
. 

 

 מצא את התמרת לפלס של הפונקציה המחזורית הבאה:  (15

 4 3 2 1 

1
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מצא טרנספורם לפלס של הפונקציה המחזורית הבאה:  (16

  
 

 לפלס של הפונקציה המחזורית הבאה:  צא טרנספורםמ (17

          
 

)  הגדר ושרטט את פונקציית המדרגה (18 )u t  ואת ההזזה שלה( )u t k−. 

 

)  שרטט את הפונקציה (19 ) ( ) ( )2 3f t u t u t= − − )כאשר  ,− )u t   .פונקציית המדרגה 

 

)רשום את הפונקציה   (20 )
0 4

1 4

t
f t

t


= 


 בעזרת פונקציית המדרגה.   ,

 

)רשום את הנוסחה להתמרת לפלס של פונקציית המדרגה  (21 )u t, 

)של הפונקציה  )u t k−,   ושל הפונקציה( ) ( )f t k u t k− −. 

 

)  :ההבא  ה התמרת לפלס של הפונקציחשב את   (22 )
( )

2

0 4

4 4

t
g t

t t


= 

− 

. 

 

)  :חשב את התמרת לפלס של הפונקציה הבאה (23 )
2

0 4

4

t
g t

t t


= 


. 

 

 הסעיפים הבאים:  על  ענה (24

)  ר ושרטט את פונקציית הדלתאהגד .א )t. 

)  מהי התמרת לפלס של פונקציית הדלתא, ושל ההזזה שלה .ב )t a −? 

  

4 3 2 1 

4 3 2 1 

1 

1 

1- 

1
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 תשובות סופיות 

1) 
3 2

2 4 2

s s s
+ − 2) 3/2

5

12 1
s

s s

−+ + 

3) 
1 1

10
4 2s s
+

+ −
 4) 

1 1 1

2 4 4s s

 
+ − + 

 

5) 
1 1 1

2 10 10s s

 
− − + 

 6) 
2

1 4

2 16s +
 

7) 
2 2

1 5 1 1

2 25 2 1s s
 − 

+ +
 8) 

2

1 1 1

2 2 4

s

s s
 − 

+
 

9) 
2

1 1 1

2 2 64

s

s s
 + 

+
 10) 

( )

( )

2

3
2

8 3 16

16

s

s

−

+
 

11) 
( )

5

24

2s −
 12) 

( )
2

4

2 16s − +
 

13) 
2

1 se

s

−−
 14) 

2

1 2 se

s

−−
 

15) 
( )

2

2 2

1 2

1

s

s

e e

s e

− −

−

− +

−
 16) 

( )
1

1

s

s

e

s e

−

−

−

+
 

17) 
2

2 2

1

(1 )

s s

s

e se

s e

− −

−

− −

−
 18) ( ) 01

t k
u t k

t k


− =


 

19)  

 

20) ( ) ( )0 4
1 4

t
f t u t

t


= = −


 

21) ( ) ( )( ) ( )( )ksL u t k f t k e L f t−= − − = 

)א.  (22 ) ( )( )
4

2

3

2
4 4

se
L t u t

s

−

−  − = 

23) ( ) ( )
4

4 2 48 16
s

s t e
e L t e L t

s

−
− −+ + 

24) ( ) 22 sL t e   − − =  

1
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 הפוכהההתמרת לפלס  

 שאלות

 :29-1בשאלות  חשב את ההתמרות 

1) 1 1
L

s

−  
 
 

 2) 1

4

1
L

s

−  
 
 

 

3) 1 1

10
L

s

−  
 

− 
 4) 1

2

1

4
L

s

−  
 

+ 
 

5) 1

2 4

s
L

s

−  
 

+ 
 6) 

( )
1

2

1

10 4
L

s

−
 
 
 − + 

 

7) 1

2( 2) 4

s
L

s

−  
 

− + 
 8) 1

2 2( 4)

s
L

s

−  
 

+ 
 

9) 1

2 2

1

( 4)
L

s

−  
 

+ 
 10) 1 1

L
s

−  
 
 

 

11) 1

2

1

4
L

s

−  
 

− 
 12) 1

2

5

5

s
L

s s

− − 
 

+ 
 

13) 1

2 5 6

s
L

s s

−  
 

+ + 
 14) 

2
1

3

1s s
L

s s

−  + −
 

− 
 

15) 
2

1

3

6 4 6

7 6

s s
L

s s

−  + −
 

− − 
 16) 1

4 2

10

13 36

s
L

s s

−  
 

− + 
 

17) 
( ) ( )

1

2

8

2 2

s
L

s s

−
 
 
 − + 

 18) 1

3 2

5 s
L

s s

− − 
 

+ 
 

19) 1

3 2

9 36

6 9

s
L

s s s

− + 
 

+ + 
 20) 

( )( )
1

2 2

1

2 1 4 4
L

s s s s

−
 
 
 − + − +
 

 

21) 1

2

1

2 3
L

s s

−  
 

+ + 
 22) 1

2

1

1
L

s s

−  
 

+ + 
 

23) 
( )

2
1

2

2 1

1 ( 3)

s s
L

s s

−
 + −
 
 + −
 

 24) 
2

1

2

2 2 1

( 1)( 2)

s s
L

s s

−  + +
 

+ + 
 

1
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25) 1

2 2

3

( 1)( 4)
L

s s

−  
 

+ + 
 26) 

2
1

2 2

25

( 1)( 4)

s
L

s s

−  
 

− + 
 

27) 
3

1

2 2

3 4 4s se e
L

s s s

− −
−  

− + 
 

 28) 
4 2

1

21 1

s se e
L

s s

− −
−  

+ 
+ + 

 

29) 
10

1

( 1)( 2)

se
L

s s

−
−  
 

− − 
  

 . אותה  כתוב את התוצאה בצורה מפורטת ושרטט 27בשאלה * 

 

)נתון   (30 )
2se

F s
s

− +
=.

 
)חשב את   )0f ו -( )f  ,  כאשר( ) ( )( )1f t L F s−=. 

 פתור בשתי דרכים שונות. 

)הערה:   ) ( ) ( ) ( )
0

lim , 0 lim
t t

f f t f f t
→ →

 = =. 

 

 הסבר והדגם את משפט הקונוולוציה.   (31

 
 : כדי לחשב את התרגילים הבאים השתמש במשפט הקונוולוציה

32) 
( )

1

3

1

1
L

s s

−
 
  − 

 

 

33) 
( )

1

2 2

2

4
L

s s

−
 
 
 +
 

 

 

34) 
( )

1

2

1

4
L

s s

−
 
 
 − 

 

 

35) 
( )

1

2
2

1

1
L

s s

−

 
 
 +
 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 1 2) 
3

3!

t
 

3) 10te 4) 
1

sin 2
3

t 

5) cos2t 6) 10 1
sin 2

2

te t 

7) 2 1
cos 2 2 sin 2

2

te t t
 

+ 
 

 8) 
1

sin 2
4

t t 

9) 
1

sin 2
4

t t 10) 
1

x
 

11) 2 21 1

4 4

t te e−− 12) 51 2 te−− 

13) 3 23 2t te e− −− 14) 
1 1

1
2 2

t te e−+ − 

15) 2 32 3t t te e e− −+ + 16) 3 3 2 2t t t te e e e− −+ − − 

17) 2 2 24t t te te e−+ − 18) 26 5 6 tt e−− + + 

19) 3 34 4 3t te te− −− − 20) 2 22 2t t t te te e te+ − + 

21) 
1

sin 2
2

te t− 22) 0.51
sin 0.75

0.75

te t− 

23) 3sin 2 tt e+ 24) 2cos tt e−+ 

25) 
1

sin sin 2
2

t t− 
 

26) ( )
1 5

cos 2 sin 2 5 sin 2 sin 2 2 cos 2
2 4

te t t t t t t t− − + + − 

)א.  (27 ) ( ) ( ) ( )3 4 1 1 4 3 3u t t u t t− −  − + −  − 

ב. 

3 1

7 4 1 3

5 3

t

t t

t




−  
− 

 שרטוט:  ;

      

  

1
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28) ( ) ( ) ( ) ( )4
4 2 sin 2

t
u t e u t t

− −
− + + + 

29) ( ) ( )( )2 101010
ttu t e e
−−− − 

30) ( ) ( )0 2 3f f=  = 

 שאלת הסבר.  (31

32) ( )21
2 2

2

tt t e− + + + 

33) 
1

0.5 sin 2
4

t t− 

34) ( )41 1
1

4 4

te t − + 

35) ( )
1

2cos 2 sin
2

t t t− + − 

1
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 ר בעזרת התמרת לפלס פתרון מד

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות בעזרת התמרת לפלס:

1) ( ) 30 0 ; ' 4 ty y y e−= + = 

 

2) ( ) ( ) 20 1 , ' 0 4 ; '' 4 ' 4 10 ty y y y y e−= − = + + = 

 

3) ( ) ( )0 1, ' 0 4 ; '' 4 ' 16y y y y= − = − − = 

 

4) ( ) ( )0 ' 0 0 ; '' 4 ' 8 2y y y y t= = + = + 

 

5) ( ) ( )
1

0 ' 0 ; 4 '' 4 '
4

t ty y y y te e= = − = + 

 

6) ( ) ( ) ( )0 ' 0 0 ; '' 3 ' 2 4y y y y y u t= = − + = −, 

)כאשר   )
0 0

1 0

t
u t

t


= 


 היא פונקציית המדרגה.  

 

7) ( ) ( ) ( )0 ' 0 0 ; '' 'y y y y f t= = + )כאשר  , = )
0 1

2 1

t
f t

t


= 


. 

 

8) ( ) ( ) ( )0 ' 0 0 ; '' 5 ' 6y y y y y h t= = + + כאשר  , =
1 0 2

( )
0 2

t
h t

t

 
= 


. 

 

9) ( ) ( ) ( )0 ' 0 0, '' 0 3 ; ''' 4 '' 5 ' 2 10cosy y y y y y y t= = = + + + = 

 

10) ( ) ( ) ( )0 0,  ' 0 0 ;  '' 2 ' 2y y y y y t = = + + = − 

 

11) ( ) ( ) ( )0 2,  ' 0 3 ;  '' 3 ' 10 4 2y y y y y t= = − + − = − 

 

12) ( ) ( ) ( ) ( )0 0,  ' 0 0 ; '' 4 2y y y y t t   = = − + = − − − 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 4( ) t ty t e e− −= − 

2) 2 2( ) (5 2 1)ty t e t t−= + − 

3) ( ) 4 1y t t= − − 

4) 2( )y t t= 

5) 21
( ) ( 2)

8

ty t e t= + 

6) ( )4 2( 4)( ) ( 4) 0.5 t ty t u t e e− −= − − + 

7) ( )( )1
( ) 2 ( 1) 1 ( 1)

t
y t u t t e

− −
= −  − + − + 

8) 2 3 2( 2) 3( 2)1 1
( ) 1 3 2 ( 2) 1 3 2

6 6

t t t ty t e e u t e e− − − − − −   = − + − − − +    

9) 2( ) cos 2sin 2 2t t ty t t t e te e− − −= − + + − − 

10) ( ) ( ) ( ) ( )sin
t

y t u t e t



− −

= − − 

11) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 5 2 2 54
2

7

t t t ty t u t e e e e
− − − − = − − + +

 
 

12) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

2 sinh 2 2 sinh 2
2 2

y t u t t u t t      = − − − + − −    
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 התמרת לפלס  –נוסחאות 

( )G s  ( )g t  

1

s
 1 

2

1

s
 t  

1

!
n

n

s +
 ( )for 1,2,3,...nt n =  

1
ns

 
( )

( )
1

for 1,2,3,...
1 !

nt
n

n

−

=
−

 

1

s a−
 ate  

( )

1
n

s a−
 

( )

1

1 !

n
att

e
n

−

−
 

( )

( )

1 !
n

n

s a

−

−
 1n att e−  

2 2

s

s a+
 ( )cos at  

2 2

a

s a+
 ( )sin at  

2 2

s

s a−
 ( )cosh at  

2 2

a

s a−
 ( )sinh at  

( )
2

2 2

s

s a−
 ( )sin

2

t
at

a
 

( )

2

2
2 2

s

s a−
 ( ) ( )( )

1
sin cos

2
at at at

a
+  

( )
2 2

a

s b a + +
 

 
sinbte at−  
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( )
2 2

s b

s b a

+

 + +
 

 
cosbte at−  

( )
2

2 2

2sa

s a+
 

sint at  

( )

2 2

2
2 2

s a

s a

−

+
 cost at  

( )
2

1

s a−
 atte  

( )
2

2 2

1

s a+
 ( ) ( )( )3

1
sin cos

2
at at at

a
−  

3

2
1

2
s
−

 t  

1

2s
−

 
1

t
 

1

s
 ( )u t  

kse

s

−

 ( )u t k−  

( )kse F s−   ( ) ( )u t k f t k− −  

( ) ( )( )
( )

1
nn

F s−  ( )nt g t  

 

 תוספות

)נניח שנתונה התמרת לפלס ההפוכה   - )F s  של פונקציה ,( )f t, 

)ורוצים את   )0f ו -( )f . 

)אז במקום למצוא את   )f t  :ולהציב, ניתן להיעזר בנוסחאות הבאות 

( ) ( )0 lim
s

f s F s
→

=   

( ) ( )
0

lim
s

f s F s
→

 =   
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)     קונוולציה:  - ) ( ) ( ) ( )
0

*

t

f t g t f x g t x dx= − 

( ) ( )( ) ( ) ( )* sL Ff t g t s G=  

( ) ( )( ) ( ) ( )1 *L F s G s f t g t−  =   ( ) ( )( ) ( ) ( )1

0

t

L F s G s f x g t x dx−  = −  
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
ואלקטרוניקה

פרק 28 - פונקציות תמסורת, סרטוטי בודה והתמרות לפלס

תוכן העניינים

1. פונקציות תמסורת  י (ללא ספר)

2. סרטוטי בודה  י (ללא ספר)

3. ניתוח מעגלים באמצעות התמרת לפלס  י (ללא ספר)
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