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מתמטיקה לחשבונאים ב
פרק 1 - פונקציות בשני משתנים לכלכלנים - עקומות שוות ערך ונגזרות

חלקיות

תוכן העניינים

1. פונקציות של שני משתנים - קווי גובה  י (ללא ספר)

2. נגזרות חלקיות  י (ללא ספר)



מתמטיקה לחשבונאים ב
פרק 2 - כלל השרשרת בפונקציות של מספר משתנים

תוכן העניינים

1. כלל השרשרת בפונקציות של מספר משתנים י 1
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 של מספר משתנים בפונקציות כלל השרשרת 

 , הנח שכל הנגזרות הרשומות קיימות.בתרגילים בפרק זה
 

 שאלות 

2נתון:  (1 2ln( )z x y= − ,2 22 ,x u v y u v= − = +. 

u,חשב:  vz z. 

 

24נתון:  (2 , 4 , u vv t k u t m z e −= + = + = . 

, חשב: ,t m kz z z. 

 

2נתון:  (3 2( )z f x y= − . 

0xהוכח:  yy z x z +  =. 

 

)נתון:  (4 )z f xy= . 

0xהוכח:  yx z y z −  =. 

 

נתון:  (5
x

z f
y

 
  
 

= . 

0xהוכח:  yx z y z +  =. 

 

)נתון:  (6 , )z f x y y x= − − . 

0xהוכח:  yz z+ =. 

 

)נתון:  (7 , , )w f x y y z z x= − − − . 

0xהוכח:  y zw w w+ + =. 

 

sinנתון:  (8 (sin sin )u x f y x= + − . 

cosהוכח:  cos cos cosx yu y u x x y+ =. 

 

1

פרק 2כלל השרשרת בפונקציות של מספר מ...

1

1
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2נתון:  (9 2( )z y f x y=  − . 

הוכח: 
2

1 1
x y

z
z z

x y y
+ =. 

 

נתון:  (10
y

z xy xf
x

 
 
 

= + . 

xהוכח:  yx z y z xy z +  = +. 

 

)2נתון:  (11 , , ) ,
y z

u x y z x f
x x

 
 
 

=  . 

2xהוכח:  y zxu yu zu u+ + =. 

 

)נתון:  (12 , ) ( ) ( )h x y f y ax g y ax= + + − . 

2הוכח:
xx yyh a h= . 

 

)נתון:  (13 , ) ( sin ) ( sin )x xu x y f e y g e y=  . הוכח:−

 . א
2sin

xx x
xx yy

u u
u u

y

−
+ = 

xy .ב yxu u= 

)חשב:  . ג )1,xyu אם ידוע ש ,-( ) ( )' 0 2, ' 0 1f g= =. 

 

sinנתון:  (14 , cos , ( , )y r x r u f x y = = = . 

)הוכח:  . א ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

2

1
x y ru u u u

r + = +. 

2הוכח:  .ב 2cos 2 cos sin sinrr xx xy yyu f f f   = + +. 

הוכח:  . ג
2

1 1
xx yy rr rf f u u u

rr + = + +. 

  

1

פרק 2כלל השרשרת בפונקציות של מספר מ...

2

2
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)נתון  (15 , )z h u v=  ונתון כי ,( , ) , ( , )u f x y v g x y= מקיימות את משוואת   =

x,רימן, כלומר מקיימות  -קושי y y xu v u v= = −. 

 הוכח כי: 

u, . א v  .מקיימות את משוואת לפלס 

0xx כלומר, yyu u+ 0xxוכן   = yyv v+ =. 

) .ב ) ( ) ( )
2 2

xx yy x x uu vvh h u v h h 
 
 

+ = + + 

 

)נתון:  (16 )sinh , cosh , ,y r s x r s u f x y= = = . 

)הוכח כי:   ) ( ) ( ) ( )
22 22

2

1
x y r su u u u

r
− = −. 

 

)פונקציה   (17 ),f x y  תיקרא הומוגנית מסדרn אם ,( ) ( ), ,nf tx ty t f x y= . 

 הומוגנית, אז:  fהוכח כי אם 

) . א ),x yx f y f n f x y +  =   

) .ב ) ( )2 2 2 1 ,xx yy xyx f y f xyf n n f x y+ + = −  

 

)נתונה הפונקציה  (18 )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yz f x y

x y




+= = 
 =

 . 

)  החלקיות של הפונקציה בנקודהחשב את הנגזרות  . א )0,0. 

2נתון  .ב ,x t y t= =. 

 באופן ישיר. z(0)'חשב את 

2נתון  . ג ,x t y t= =. 

 כלל השרשרת. לפי z(0)'חשב את 

 קבע האם הפונקציה דיפרנציאבילית.  ,בעזרת תוצאת סעיף ג' בלבד .ד
  

1

פרק 2כלל השרשרת בפונקציות של מספר מ...

3

3
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 תשובות סופיות 

1) ( )2 2 2 2

1 1
2 2 2 2uz x y u

x y x y
=   + − 

− −
 

2) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 1 4, 1 4, 1 1u v u v u u v

t m kz e t e z e z e− − − −=  + −  =  = −  

 −eג.      (13

)  א.    (18 ) ( )0,0 0,0 0x yf f= ב.   =
4

5
 דיפרנציאבילית. ד. לא  0ג.  

 
 GooL.co.il היכנסו לאתר שאר השאלות הן שאלות הוכחה, לפתרונות מלאים

1

פרק 2כלל השרשרת בפונקציות של מספר מ...

4

4



מתמטיקה לחשבונאים ב
פרק 3 - פונקציות סתומות - שימושים גיאומטריים

תוכן העניינים

1. פונקציות סתומות - הפן הטכני י 5

2. שימושים גאומטריים י 8

4

4
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 הפן הטכני  –פונקציות סתומות 

 שאלות 

2כאשר  ,y'מצא את   (1 5 1x y xy+ = +, 

 .y(0)'חשב את ו

 

2כאשר  ,y(1)'מצא את   (2 2 5 4x ye x y x+ = −. 

 

)''מצא את   (3 ) , '( )y e y e , 2כאשרln ln 1x y+ =. 

 

נתון  (4
2 22 ( )sin 0x yz e x y z+− + + = ( )( , ) 0z z x y= . 

,(0,0)חשב את  (0,0)
z z

x y

 

 
. 

 

נתון  (5
2 22 4( )sinx yz e x y z e+− + + = − ( )( , ) 0y y x z= . 

,(0,0) חשב את (0,0)x zy y. 

 

נתונה המשוואה  (6
1 1

x y x y f
x z

 
− =   − 

 
. 

2הוכח כי   2 2

x yx z y z z +  =. 

 

3נתון  (7 2 0z xz y− + = ( )( , ) 0z z x y= . 

 .xxz(1,1)מצא  

 

3 נתונה משוואה (8 3 4z xyz− ,2,1) ונקודה =  : מצא .−(2

 xxz(2,1) . א

 xyz(2,1) .ב

 yyz(2,1) . ג

  

1

פרק 3פונקציות סתומות - שימושים גיאו...

5

5



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

נתונה מערכת משוואות:  (9
2

2

3

2 2

u v x y

u v x y





− = +

− = −
. 

,את  חשב . א , ,x x y yu v u v. 

xyהראה כי   .ב yxu u=. 

 
 אין להסתמך על משפט הנגזרות המעורבות. הערה: בסעיף ב' *
 

2 נתונה מערכת משוואות: (10 2

3 3

x u v

y u v

w u v

= +


= +


= +

. 

x,את  חשב . א yw w. 

x,חשב   .ב wy y . 

 

נתונה מערכת משוואות:  (11
4

4

xyz

x y z

=


+ + =
. 

)''הוכח כי   ) ''( ) 0z x y x+ =. 
 

נתונה המערכת:  (12
cos sin ln ( )

sin cos '( )

x u y u z f u

x u y u f u

+ + =

− + =

. 

 הוכח כי: 

) . א ) ( )
22 2

x yz z z+ = 

xy .ב yxz z= 
 

 הערה: בסעיף ב' אין להסתמך על משפט הנגזרות המעורבות. *
  

1

פרק 3פונקציות סתומות - שימושים גיאו...

6

6
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 תשובות סופיות 

1) 
1

'(0)
5

y = 

2) '(1) 5y = 

3) 
2 3

2 6
'( ) , ''( )y e y e

e e
= − = 

4) 
sin1

(0,0) (0,0)
2

x yz z= = − 

5) 
4

1
(0,0) 0, (0,0)

2
x zy y

e
= = 

 הוכחה.שאלת  (6

7) (1,1) 16xz = − 

8) (2,1) (2,1) 1, (2,1) 4xx xy yyz z z= = = 

  א. (9
12 1 4 2 3 2 4 1 1

, , ,
8 1 8 1 8 1 8 1 8

x y x y

v v u u
u u v v uv

uv uv uv uv

− + − +  
= = = =  

− − − −  
 

 הוכחה. שאלת ב.

)א.  (10 )
3

3 , ( )
2

w w
uv v u u v

x y

 
= − = + 

 
 

)ב.   )
2 2

,
3( )

y uv y
u v

x v u w v u

 
= − =  

 +  +
 

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

1

פרק 3פונקציות סתומות - שימושים גיאו...

7

7
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 שימושים גאומטריים

 שאלות 

נתון משטח המוגדר ע"י הפונקציה   (1
2 2

2 3
4 9

x z
y+ + =   ( )0z . 

,2בה   ,Pמהי משוואת מישור משיק למשטח בנקודה  1x y=− =. 

 

8xyzמצא משוואה של מישור משיק למשטח  (2 )בנקודה  = 2,2, 2)− −, 

 משוואה של הישר הפרמטרי הניצב למשטח הנתון בנקודה זו.  וכן
 

2מצא מישור המשיק למשטח  (3 2 28 21 27x y z+ = −, 

8  המקביל למישור 18 0x y z+ + =. 

 

xלמשטח  (4 y z a+ +  מעבירים מישור המשיק בנקודה כלשהי. =

,מישור זה חותך את הצירים   ,x y z  בנקודותA,B,C, .בהתאמה 

O:  נסמן (0,0,0)=. 

 . OA + OB + OC = a  הוכח
 אינו תלוי בנקודת ההשקה(  מוכיחים שסכום הקטעים   למעשה)

 

2המשטח נתון  (5 2 23 2 8x yz y xz z+ = ,1)הנקודה ונתונה  ,− 2, 1)−. 

3חותך את המישור  ,הישר הנורמלי למשטח בנקודה הנתונה 2 10x y z+ − =, 
 .Qבנקודה 

 . Qמצא את הנקודה 
 

2 הראה שהמשטח (6 32 4x yz y− +  לכל אחד מחברי משפחת מאונך  =

2המשטחים   2 21 (2 4 )x a y az+ = − ,1) בנקודת החיתוך ,+ 1, 2)−. 
 

:מצא משוואת הישר המשיק לעקום  (7 6sin , 4cos3 , 2sin 5C x t y t z t= = =, 

בנקודה בה  
1

4
t =. 

  

1

פרק 3פונקציות סתומות - שימושים גיאו...

8

8
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 ענה על הסעיפים הבאים: (8
:נתון עקום   . א ( ) , ( ) , ( )C x x t y y t z z t= = =, 

)ונתונה נקודה  )0 0 0P , ,x y z,  המתקבלת מהצבת
0t t=  .במשוואת העקום 

 הוכח כי משוואת המישור הנורמל לעקום היא  

   0 0 0 0 0 0'( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( ) 0x t x x y t y y z t z z − +  − +  − =. 

 מצא את משוואת המישור הנורמל לעקום   .ב

     : 6sin , 4cos3 , 2sin 5C x t y t z t= = =, 

0.25tבנקודה בה   =. 
 

נתונות שתי העקומות:   (9
2 2

1

2

2

: 2 1 1

: 1

C x t y t z t t

C x s y s z s

= + = − = +

= = − = −
. 

 וכי שתיהן נחתכות בנקודה ,Sנתון כי שתי העקומות נמצאות על משטח 
 .xy  הנמצאת במישור

 מצא את נקודת החיתוך בין שתי העקומות.  . א

 צא את משוואת המישור המשיק לשתי העקומות בנקודת החיתוך מ .ב
 שבין שתי העקומות. 

 

נתונות שלוש עקומות:   (10

2 2

1

2

2

2

3

: 2 1, 1,

: , , 1

: 2, , 1

C x t y t z t t

C x s y s z s

C x u y u z u

= + = − = +

= = − = −

= + = = −

. 

 וכי שלושתן נחתכות בנקודה ,S  נתון כי שלוש העקומות נמצאות על משטח
 .xy  הנמצאת במישור

 מצא את נקודת החיתוך בין שתי העקומות.  . א

 ? נמק! S  האם בנקודה הנ"ל ניתן להעביר מישור משיק למשטח .ב

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (11

הוכח שמשוואת הישר המשיק לעקום:  . א
( , , ) 0

( , , ) 0

F x y z

G x y z

=


=
, 

:היא   ,שעליו P בנקודה P (P) (P)t F G+  . 

,1)בנקודה  .ב  את משוואת הישר המשיק לעקום: מצא  ,−(1,1

      
2

2 2

2 3

3 2

xz x y

x y y z

 − =


+ = −
 

  

1

פרק 3פונקציות סתומות - שימושים גיאו...
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 ענה על הסעיפים הבאים: (12

הוכח שמשוואת המישור הנורמלי לעקום   . א
( , , ) 0

( , , ) 0

F x y z

G x y z

=


=
, 

0היא   ,שעליו Pה בנקוד 0 0( ) ( ) ( ) 0a x x b y y c z z− + − + − =, 

)כאשר  , , ) (P) (P)a b c F G= . 

,1)בנקודה  .ב  את משוואת המישור הנורמלי לעקום:  מצא  ,−(1,1

      
2

2 2

2 3

3 2

xz x y

x y y z

 − =


+ = −
 

 

2נתונה הפונקציה  (13 3:r 2, על ידי  → 2cos , sin ,x u v y u v z u v= = = +. 
 מהן הנקודות שעבורן קיים מישור משיק? 

)מצאו את משוואת המישור המשיק, בנקודה   ) ( ), 1,0u v =. 

 

 מצא ביטוי לווקטור היחידה, המאונך למשטח  (14
sin cos , sin sin , cosx u v y u v z u= = =, 

עבור     0, , 0, 2u v  . 

 באיזה משטח מדובר? 
  

1

פרק 3פונקציות סתומות - שימושים גיאו...
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 תשובות סופיות 

1) 3 6 2 18 0x y z− + + = 

2) 6 0 , ( 2,2, 2) (1, 1,1)x y z t− + + = − − + − 

3) 8 18 21 , 8 18 21x y z x y z+ + = + + = − 

 הוכחה.שאלת  (4

5) (7, 9, 15)Q − − 

 הוכחה.שאלת  (6

7) ( ) ( ): ( , , ) 3 2, 2 2, 2 3 2, 6 2, 5 2x y z s= − − + − − 

3ב.   הוכחה. שאלת א.  (8 6 5 26 2x y z− − = 

,1)א.  (9 1,0)P 2ב.    − 1x z− = 

,1)נקבל שנקודת החיתוך היא א.  (10 1,0)P  ב. לא. .−

)ב.   הוכחה.שאלת א.  (11 , , ) (1, 1,1) (3,16,2)x y z t= − + 

3ב.   הוכחה. שאלת א.  (12 16 2 11x y z+ + = − 

)כל נקודה, למעט   (13 )0,0,0. 2 1x z− + = − 

14) 
( )
2 2 2

, ,
ˆ

x y zn
n

n x y z
= =

+ +
 ,1, כדור שמרכזו בראשית הצירים, עם רדיוס 

2שנוסחתו:  2 2 1x y z+ + =. 

1

פרק 3פונקציות סתומות - שימושים גיאו...
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מתמטיקה לחשבונאים ב
פרק 4 - פונקציות הומוגניות-משפט אוילר

תוכן העניינים

1. פונקציות הומוגניות י 12

2. משפט אוילר י 15

11

11
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 פונקציות הומוגניות 

 שאלות 

 בדקו האם הפונקציה הומוגנית ומאיזה סדר: 3-1בשאלות 

1) ( ) 3 3,f x y x y y x= + 

 

2) ( )
( )5

6 63

ln
,

7

xe
h x y

ex y
=

−
 

 

3) ( ) ( ), ln 4
7

x xy
f x y g

x y

 
=   

+  
 

 

)נתון כי   (4 , )z x y  3פונקציה הומוגנית מסדר. 

בדוק האם הפונקציה  
4 5

1
( , ) 4

( , )

yx
f x y

y z x yx
= + +  הומוגנית.   −

 , במידה והפונקציה לא הומוגנית, השמט ממנה חלק
 כך שתתקבל פונקציה הומוגנית. 

 מהו סדר ההומוגניות של הפונקציה במקרה זה?

 

 ות. , כל אחת מהפונקציות הבאות הומוגני מצא עבור איזה ערך של הפרמטר   (5
 שמצאת.  -כמו כן, מצא את סדר ההומוגניות עבור ה

) . א )
4

,
4 10

x y xy
f x y

x y

+
=

+
 

) .ב ) ( ), ln ln
y

f x y x y
x

= − 

  

1
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 בתרגיל זה נדגים את התכונה הבאה של פונקציות הומוגניות:  (6

 ,nx  -אז אם נחלק אותה ב, n אם פונקציה היא הומוגנית מסדר

נקבל פונקציה של 
y

x
. 

 הדגם את הטענה על הפונקציות הבאות:  . א

1. 2 2( , ) 2f x y x xy y= − + 

2. ( , )f x y x y= + 

 הוכח את הטענה לעיל.  .ב

 
 הערה 

 ניסוח פורמלי של הטענה לעיל הוא:

)אז קיימת פונקציה  , n הומוגנית מסדראם פונקציה היא  )g t ,כך ש-  
y

t
x

=, 

המקיימת  
( , )

( )
n

f x y
g t

x
=. 

 

משתנים, והומוגניות מסדר  n- פונקציות ב g-ו fתהיינה  (7
1r 2-וr .בהתאמה , 

 קבע, לכל אחת מהפונקציות הבאות, אם היא הומוגנית ומאיזה דרגה: 

f . א g ב. 
f

g
 . ג 

( )
2

n

f

g
f .ד  g+ 

 

 .4 פונקציה הומוגנית מסדר fנתון כי   (8

(1,2)ידוע כי   4 , (1,2) 10xf f= =. 

,(2,4)חשב את  (0.5,1), (2,4), (1.5,3)x xf f f f. 

 

4פונקציה  נהנתו (9 2( , ) ( , )f x y x y z x y= +. 

(4,10)וכי   2פונקציה הומוגנית מסדר  zידוע כי   1f =. 

 .f(2,5)חשב את  . א

(1,1)ידוע כי   .ב 4xf =. 

)חשב את  , )xf a a , לכל קבועa. 

  

1

פרק 4פונקציות הומוגניות-משפט אוילר ...
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 תשובות סופיות 

 .3.5הומוגנית מסדר  (1

 .−1הומוגנית מסדר  (2

 .1הומוגנית מסדר  (3

 הפונקציה לא הומוגנית. על ידי השמטת חלקים מהפונקציה אפשר לקבל: (4

4

1
( , )

( , )

x
f x y

y z x y
=  .−3 הומוגנית מסדר +

5
( , )

y
f x y

x
 .−2 הומוגנית מסדר =

( , ) 4f x y =  .0 הומוגנית מסדר −

4עבור א.  (5 0לכל  0הומוגנית מסדר ב.  .4הפונקציה הומוגנית מסדר  = . 

)2  .1א. (6 ) 1 2g t t t= − + 2 .( ) 1g t t=  הוכחה. ב.   +

1הומוגנית מדרגה א.  (7 2r r+.  .1הומוגנית מדרגה ב 2r r−. 

2הומוגנית מדרגה ג. 
12

r
r

n
−. 

הומוגנית מדרגה ד. 
1r  1רק אם 2r r= .אחרת לא הומוגנית . 

8) 
1

(2,4) 64, (0.5,1)
4

f f= =, (2,4) 80, (1.5,3) 33.75x xf f= = 

א.  (9
1

(2,5)
16

f )3ב.    = , ) 4xf a a a= 

1

פרק 4פונקציות הומוגניות-משפט אוילר ...
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 משפט אוילר

 שאלות 

2נתונה הפונקציה  (1 2( , ) 2f x y x xy y= − + . 

 דרגתה. הוכח שהפונקציה הומוגנית ומצא את  . א

 הראה שמשפט אוילר מתקיים.  .ב

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (2

) -נניח ש . א , )f f x y= 0הומוגנית מסדר. 

xהוכח כי  

y

f y

f x
= −. 

נתון כי   .ב
( )
( )

( , )
( ) ln ln

x

ye x y
f x y

x y x y

+
=

− −
 . 

xהוכח כי   yx f y f = − . 

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (3

ת התועלת  יפונקציהוכח כי  . א
1/

1 1
( , )

2 2

m

m mu x y x y
 

= + 
 

 הומוגנית.  

 קבוע חיובי. mהנח כי  

)הוכח, ללא חישוב ישיר של הנגזרות, כי   .ב , ) (1,1)y yu a a u=. 

(2,2)הוכח, ללא חישוב ישיר של הנגזרות, כי   . ג (1,1) 1x yu u+ =. 

 

 , 2פונקציה הומוגנית מסדר  f יתה (4

)נגדיר  ו )
2 2

2 2, ,
x y

h x y x y f
y x

 
= − +  

 
 . 

 .2הומוגנית מסדר  hהוכח כי   . א

)נתון:  .ב ) ( )'8,1 16, 6,3 9xf h= = . 

)מצא את:   )2,1h   ואת( )' 2,1yh. 

  

1
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5) h ו-g   בהתאמה. נגדיר:10-ו 2הינן פונקציות הומוגניות מסדר , 

( ) ( ) ( )
( )

2 2

,
, ,

g x y
f x y x y h x y

x y
= + +

+
 

 .3הומוגנית מסדר  fהוכח כי   . א

)נתון:  .ב ) ( ) ( )' '2,16 12, 1,8 3, 4,32 16x yf f h= = = . 

)מצא את:   )1,8f   ואת( )1,8g. 

 

6) f  4הומוגנית מסדר ,g  ו 2הומוגנית מסדר-h  0הומוגנית מסדר . 

)מגדירים פונקציה  ) ( ) ( ) ( ), , , ,p x y f x y g x y h x y= + − . 

)נתון:  ) ( ) ( )' ' 1 5 7
2,4 64, 1, 2 4, ,1 , 1,2

2 2 2
x yf f h p

 
= − − = − = = 

 
 . 

חשב את:  
1

,1
2

g
 
 
 

. 

 

)הפונקציה   (7 ),f x y   הנתונים בשרטוט. 3הומוגנית מסדר . 

 .B מצא את שיעורי הנקודה . א

(4,8)מצא את ערך הסכום    .ב 2 (4,8)x yf f+. 

)נגדיר פונקציה חדשה    . ג , )u x y, 

)על ידי  )
2

( , ) ( , )u x y f x y=. 

) מתקיים ,לפי כללי הגזירה .1 , ) 2 ( , ) ( , )x xu x y f x y f x y=  . 

 הסבר זאת בקצרה.

)  הוכח כי .2 )
2

( , ) ( , ) 6 ( , )x yx u x y y u x y f x y +  =. 

 .fובנתונים על  סעיף הקודם היעזר ב
 
 

 

  

1
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)תהי  (8 , )f x y פונקציה הומוגנית מסדר m, 

(6,3)המקיימת   243f (2,1)-ו = 27f = . 

 .m מצא את סדר ההומוגניות, . א

)בנקודה  .ב  .fעוברת עש"ע של  2,1(

 לעש"ע בנקודה הנ"ל.מעבירים משיק 
2המשיק הוא  3 7x y+ =. 

(2,1)מצא את   , (2,1) , (1,0.5)x y xf f f. 

 

)תהי   (9 )g t   .פונקציה של משתנה אחד 

(4)כי   ,ידוע g על הפונקציה 5 , (1) 3 , (8) 2g g g= = =. 

)תלוי במשתנים החיוביים  tהמשתנה   ),x y,   :כך
4 y

x
t =. 

)כפונקציה של המשתנים  uמגדירים תועלת   ),x y,  :באופן הבא 

4
( , ) ( )

y

x
u x y g t g

 
= =  

 
. 

 . 1באיור שלפניך קרן עם שיפוע  . א
 מה הערך של התועלת בנקודות המסומנות על הקרן?

4הוכח כי הקרן   .ב 0y x−  היא עקומת אדישות של התועלת.  =
 צייר את הקרן הזאת ורשום באיור מה הערך של התועלת. 

 הוכח כי התועלת היא פונקציה הומוגנית. מהו סדר ההומוגניות? . ג

(1,2)הוכח כי   .ד 16xu = −. 

 

 

 

)-נניח ש (10 , )f f x y= 1הומוגנית מסדר. 

2הוכח כי  22 0xx xy yyx f xyf y f+ + = . 

  

1
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 הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות:  (11

)אם  . א , )xf x y  אז , 4הומוגנית מסדר( , )f x y  5הומוגנית מסדר . 

)אם פונקציה  .ב , )f x y  (2,4)3מקיימת 2 (1,2)f f=, 
 . 3אז הפונקציה הומוגנית מסדר 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 שאלת הוכחה. (1

 אלת הוכחה.ש (2

 שאלת הוכחה. (3

)ב.   הוכחה.שאלת א.  (4 )2,1 4h = ( )' 2,1 8yh = 

)ב.   הוכחה.שאלת א.  (5 ) ( )1,8 9, 1,8 0f g= = 

6) 
3

4
− 

)א.  (7 )B  הוכחה והסבר.שאלת ג.   12ב.  4,8

)ב.    2א.  (8 ) ( ) ( )

108
3

108 547
2,1 , 2,1 , 1,0.5

7 2 7
x y xf f f

 
 
 = = = 

 הוכחה.ת ושאלד. -ב 5א.  (9

 שאלת הוכחה. (10

 הטענה אינה נכונה. ב.   הטענה אינה נכונה. א.  (11

1

פרק 4פונקציות הומוגניות-משפט אוילר ...
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מתמטיקה לחשבונאים ב
פרק 5 - קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים

תוכן העניינים

1. קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים י 19
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 קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 , 8-1בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

 :מינימום או אוכף , מצא נקודות קריטיות וסווג אותן למקסימום

1) 3 2( , ) 8 12 3 18f x y x xy y x= + + − 

 

2) 3 3( , ) 3 12 20f x y x y x y= + − − + 

 

3) 3 3( , ) 3 4f x y x y xy= + − + 

 

4) 3 2 4( , ) 3 2f x y x x y y= − − + 

 

5) 
2 24( , ) y x yf x y e − −= 

 

6) 2( , ) 6f x y y x y x y= − − + 

 

7) 
2 2 8

( , )
x y x y

f x y
xy

− +
= 

 

8) ( , ) cosxf x y e y= 

 

3נתון משטח   (9 3 3 4z x y xy+= − +. 

 .האופקיים למשטחהמשיקים ת המישורים ומצא את משווא

 

 סמ"ק, חשב את ממדי התיבה ששטח 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (10
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2למישור   (1,2,3) מצא את המרחק הקצר ביותר מהנקודה (11 2 0x y z− − + = ,

 וכן את הנקודה על המישור הקרובה ביותר לנקודה הנ"ל. 
  

1
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 מחשבונים, בארץ ובסין.יצרן מוכר   (12
 .8$ ועלות ייצור מחשבון בסין היא 6$עלות הייצור של מחשבון בארץ היא 

ומד את הביקוש אמנהל השיווק 
1Q ואת הביקוש  ,למחשבון בארץ

2Q 

: על ידי ,למחשבון בסין
1 1 2 2 1 2116 30 20 , 144 16 24Q P P Q P P= − + = + −. 

כיצד צריכה החנות לקבוע את מחירי המחשבונים, 
1P ו-  

2Pעל מנת למקסם ,  

 מהו רווח זה?  הרווח? את

 

)נתונה הפונקציה  (13 ) 2 2,f x y x y axy= + + . 

)הוכח שהנקודה   . א  היא נק' קריטית.  0,0(

 aבעזרת מבחן הנגזרת השנייה, קבע עבור אילו ערכים של   .ב
 הנקודה מסעיף א' היא מקסימום, מינימום, אוכף, או שלא ניתן לדעת. 

 

bמצא שני מספרים,  (14 aכך ש ,-( )
1

2 524 2

b

a

x x dx− −  .יהיה מקסימלי 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )אוכף;    −0.5,1( )1.5,  מינימום.  −3

2) ( )1, )מינימום ;  2  )1, 2− )מקסימום ;   − )1,  2−   ,( )1,  אוכף. −2

3) ( )אוכף; 0,0(  מינימום.  1,1(

4) ( ) ( )1,  1 1,  1− − )מינימום ;  − )1, )מקסימום ;   0  ) ( ) ( )1,  0 , 1,1 , 1,  1−  אוכף.  −

5) ( )0,  מקסימום.  2 

6) ( )4,  מקסימום.  4 

7) ( )  0.5,  מקסימום.  −4 

 אין נקודות קריטיות.  (8

9) 4, 3z z= = 

 . ס"מ  2ס"מ , גובה  4אורך ,  ס"מ  4רוחב  (10

)יחידות אורך. נקודה קרובה ביותר  1מרחק מינימלי הוא  (11 )1/ 3, 4 / 3,10 / 3. 

12) 1 210$, 12$P P=  . 288$רווח מקסימלי   =

,2עבור  ב.  א. שאלת הוכחה. (13 2a a= = ,2, לא ניתן לדעת; − 2a a  −  

2אוכף;  2a−    .מינימום 

14) 6, 4a b= − = 

1

פרק 5קיצון ואוכף לפונקציה של שני מש...
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מתמטיקה לחשבונאים ב
פרק 6 - קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ (כופלי לגראנז')

תוכן העניינים

1. קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ י 21
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 ( אנז'קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ )כופלי לגר

 שאלות 

 בכפוף לאילוץ הנתון: ,א את המקסימום והמינימום של הפונקציותמצ 4-1בשאלות 
1) 2 2 2 2( , ) ; 2 3 1 2f x y x y x xy y= + + = − 

 

2) 2 2 2 2( , ) ; 1f x y x y x y= − + = 

 

3) 2 2( , ) 4 6 ; 13f x y x y x y= + + = 

 

4) 2 2 2( , ) ; 2 6f x y x y x y= + = 

 

נתונה בעיית הקיצון  (5 max . . 3 12xy s t x y+ ,כאשר  ,= 0x y . 

 פתור את הבעיה. . א

 הבא פתרון גרפי לבעיה.  .ב

 

נתונה בעיית הקיצון  (6 max 2 . . 9x y s t x y+ + , כאשר, = 0x y . 

 פתור את הבעיה. . א

 הבא פתרון גרפי לבעיה.  .ב

 

3מבין כל הנקודות הנמצאות על הישר   (7 12x y+ =, 
 שיעוריה מקסימלי.  מצא את זו שמכפלת

 

2מבין כל הנקודות שעל העקומה  (8 22 3 1 2x xy y+ =  מצא את הנקודות ,−

 מראשית ואת הנקודות שמרחקן ,ן מראשית הצירים הוא מינימלישמרחק
 הצירים הוא מקסימלי.

 

3מרחק הקצר ביותר מהישר  מצא את ה  (9 6 4 0x y− + =, 

2 לפרבולה 22 4 0x xy y y+ + + =. 

0רמז: מרחק הנקודה  0( , )x y   0מהישרax by c+ + 0הוא  ,= 0

2 2

ax by c

a b

+ +

+
. 

  

1
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 ק"ג עגבניות. y-ק"ג מלפפונים ו xה קונה בשוק 'מוישל (10

) ,התועלת מצריכת הסל ),x y , נתונה על ידי( ), ln lnu x y x y= +. 

 ש"ח. 2מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 , ln16 קובע לעצמו להשיג רמת תועלת ה'מוישל

 מינימאלית.  והוא מעוניין להשיג זאת בעלות
 .ה'מוישלאת בעיית  ופתור נסח 

 

 ק"ג עגבניות.  y-ק"ג מלפפונים ו xדני קונה בשוק  (11

) התועלת מצריכת הסל ),x y  נתונה על ידי( ),u x y xy=. 

 ש"ח. 3מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 ש"ח. 12תקציב של  לדני
 .דניאת בעיית ופתור נסח 

 

) ,עקומת התמורה בין מנגו (12 )x, ואננס,  ( )y,  2היא 2 13x y+ =. 

)  לדני תועלת , ) 4 6f x y x y= +. 

)מנגו( =  דני מחפש את הסל )אננס, ),x y ,על עקומת התמורה , 

 המביא למקסימום את התועלת שלו מצריכת מנגו ואננס. 
 נסח ופתור את הבעיה. 

 

Qליצרן פונקציית ייצור  (13 k L= +. 

,2 הם L-ו K המחירים ליחידת 1K LP P= =. 

)  והוא מחפש את הצירוף 100היצרן נמצא ברמת תפוקה  )* *,K L, 

 המביא למינימום את העלות. 
 נסח את בעיית היצרן )אל תפתור(. 

 

1נתונה בעיית קיצון תחת אילוץ   (14 2max{ ( , )} . .u x y s t p x p y I+ =. 

)תהי  )* *,x y .ניתן להניח מצב קלאסי של השקה.  נקודת הפתרון של הבעיה 

xמקיים  נז'  אהוכיחו כי כופל לגר yx u y u

I


 + 
 בנקודת הפתרון של הבעיה. =

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

2) ( ) ( )0, 1min max 1,0  

3) ( ) ( )2,3max min 2, 3− − 

4) ( ) ( )2,1max min 2, 1  − 

5) ( )6, 2max 

6) ( )9,36max 

7) ( )6, 2 

8) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

9) 7 / 45 

10) ( )min ,32 8 

11) ( )6, 2max 

12) ( )2,3max 

13)  min 2 ; 100K L K L+ + = 

 שאלת הוכחה. (14

1
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מתמטיקה לחשבונאים ב
פרק 7 - קיצון של פונקציה של שלושה משתנים תחת אילוצים

תוכן העניינים

1. קיצון של פונקציה של שלושה משתנים תחת אילוצים י 24
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 קיצון של פונקציה של שלושה משתנים תחת אילוצים

 שאלות 

 סמ"ק, חשב את ממדי התיבה ששטח 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (1
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2מצא על פני הכדור   (2 2 2 36x y z+ +  נקודהאת הנקודות הקרובות ביותר ל =

 .(1,2,2) ביותר מהנקודה ואת הנקודות הרחוקות (1,2,2)

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (3

 למישור (1,2,3) מצא את המרחק הקצר ביותר מהנקודה . א

2 2 0x y z− − + =. 

2על המישור  'מצא נק .ב 2 0x y z− − +  ודהשהיא הקרובה ביותר לנק =

(1,2,3). 

 חישוב המרחק בעזרת הנוסחה למרחק בין נקודה על ידיבדוק תשובתך  . ג
 למישור. 

 

2מצא את הנקודות על המשטח   (4 1z xy=  הקרובות ביותר לראשית.  +

 

  מצא את המרחק הגדול ביותר והקטן ביותר מהאליפסואיד (5
2

2 2 1
96

x
y z+ + = 

3למישור  4 12 288x y z+ + 0מרחק הנקודה  רמז: .= 0 0( , , )x y z מהמישור 

0ax by cz d+ + + 0הוא ,  = 0 0

2 2 2

ax by cz d

a b c

+ + +

+ +

. 

 

מצא מרחק מינימלי ומקסימלי בין העקום המתקבל מחיתוך הגליל  (6
2 2 1x y+ zוהמישור  = x y=  .לבין ראשית הצירים +

 

האליפסואידמצא מרחק מינימלי ומקסימלי בין העקום המתקבל מחיתוך  (7
2 2 2

1
4 5 25

x y z
+ + z   והמישור = x y=  .לבין ראשית הצירים ,+

 
 הערה חשובה 

פיסיקליים   בפתרון מרבית התרגילים בפרק זה, אנו מסיקים שנקודה קריטית היא נקודת קיצון משיקולים
ישנן דרכים מתמטיות מתקדמות להוכיח פורמלית, אך   או גיאומטריים היות ומדובר בבעיות מעשיות. 

 הלימוד, הסתפקנו בכך. ללמד אותן ברוב מוסדותמאחר ולא נהוג  

1

פרק 7קיצון של פונקציה של שלושה משתנ...
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 תשובות סופיות 

 . ס"מ 2, גובה ס"מ 4, אורך ס"מ  4רוחב  (1

,2)הנקודה הקרובה ביותר היא הנקודה (2 4, 4), 

)הנקודה הרחוקה ביותר היא הנקודה ו 2, 4, 4)− − −. 

 יחידות אורך. 1מרחק מינימלי הוא א.  (3
101 בה ביותרקרוהנקודה  הב.  4

3 3 3( , , ). 

4) (0,0,1) , (0,0, 1)− 

256  קצר ביותרהמרחק ה (5
320ארוך ביותר  המרחק ה. 13

13. 

 .3. מרחק מקסימלי 1מרחק מינימלי  (6

75 מרחק מינימלי (7
 .10. מרחק מקסימלי 17

1

פרק 7קיצון של פונקציה של שלושה משתנ...
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מתמטיקה לחשבונאים ב
פרק 8 - קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים בקבוצה סגורה וחסומה

תוכן העניינים

1. קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים בקבוצה סגורה וחסומה י 26
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 בקבוצה סגורה וחסומה   – קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים

 שאלות 

 חשב את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של (1

( , ) 3 6 3 7f x y xy x y= − −  הוא התחום הסגור, R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(3,0),(0,5)  משולש שקודקודיו הם בצורת

 

 המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט שלחשב את  (2

2 2( , ) 3 2 6f x y x y x y= − − הוא התחום הסגור,   R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(0,2),(2,2),(2,0)בצורת ריבוע שקודקודיו הם  

 

 חשב את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של (3

2 2( , ) 2f x y x y x= + 2הוא העיגול   R , כאשרR בתחום − 2 4x y+ . 

 

 חשב את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של (4

2 2( , )f x y x y xy x y= + − +  וא התחום הסגורה R , כאשרR בתחום +

 ( , ) | 3 , 0, 0R x y x y x y= +  −  . 

 

חשב את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של   (5
2 2( , ) 12 16f x y x y x y= + −  הוא התחום הסגור R , כאשרR בתחום +

 2 2( , ) | 1, 3R x y x y x y= +   −. 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 . -11. מינימום מוחלט 7מקסימום מוחלט  (1

 . -1. מינימום מוחלט 3מקסימום מוחלט  (2

33  מקסימום מוחלט (3
1. מינימום מוחלט 4

4−. 

 . -1מינימום מוחלט . 6מקסימום מוחלט  (4

101   מקסימום מוחלט (5 101. מינימום מוחלט +6 6−. 

1

פרק 8קיצון מוחלט של פונקציה בשני מש...
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מתמטיקה לחשבונאים ב
פרק 9 - פתרון וחקירת מערכת משוואות ליניאריות

תוכן העניינים

1. פתרון וחקירת מערכת משוואות ליניאריות י 27

2. מערכות עם פרמטר י 32

3. מערכת משוואות הומוגנית י 35

4. שימושים של מערכות ליניאריות י 37

26

26
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 פתרון וחקירת מערכות של משוואות לינאריות 

 שאלות

 מצא אילו מהמערכות הבאות הן מערכות שקולות:  (1
 

 

 למערכות המשוואות הבאות:רשום את המטריצות המתאימות   (2

 

 
 , בזו אחר זו ,את הפעולות הרשומות מתחתיהמטריצה בצע על כל   5-3בשאלות 

 לימין ומלמעלה למטה(.  )סדר הפעולות הוא משמאל ומצא את המטריצה המתקבלת

3) 

1 2 1 1

3 3 1 1 3

, 2

,

3 5 1 0

2 1 4 2

5 0 2 6

R R R R

R R R R R

 →

→ + 

− 
 
 
 − 

 4) 

2 2 2 2 1

2 3 3 3 2

4 ,

, 3

4 1 0 2

1 2 1 0

0 3 1 1

R R R R R

R R R R R

→ → +

 → −

 
 
−
 
 − 

 5) 

11 3 2 2 3

1 1 2

3 , 3

5 8

3 4 8 1

2 3 6 0

1 4 5 1

R R R R R R

R R R

+→ → +

→ −

− 
 

−
 
 − − 

 

 

 , מצא איזה פעולה אלמנטרית אחת יש לבצע על המטריצה שמשמאל (6
 כדי לקבל את המטריצה מימין: 

 .א
1 2 4 6 3 9

4 1 1 4 1 1

− −   
→   

   
 

 .ב

1 0 4 1 1 0 4 1

4 2 1 1 0 2 17 3

0 1 0 4 0 1 0 4

− −   
   

→ −
   
   
   

 

 .ג

1 0 1 0

0 1 4 2

4 4 4 4

   
   

→
   
   
   

 

  

 .א
10 11

2 2 0

x y

x y

+ =

− =
 .ב 

4 7

1

x y

x y

− = −

− = −
 .ג 

0

2 3

x y

x y

− =

+ =
 .ד 

2 4

3

x y

x y

+ =

+ =
 

 .א
10 11

2 2 0

3

x y

x

x y

+ =

− =

+ =

 .ב 
4 7

1

5

x y z

x y

x y z

− + = −

− = −

+ + =

 .ג 
2 3

0

x y z

x z

+ + =

− =
 .ד 

3

2 4

8

x

x y

z t

=

+ =

+ =

 

1
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 מדורגת הבא את המטריצות הבאות לצורה  15-7בשאלות 
 (:קנונית מדורגתלצורה  גם –   13-ו  11,  9, 7  שאלותב)

7) 

1 2 3 2 4 1

2 5 8 1 6 4

1 4 7 5 2 8

− − 
 

− −
 
 − 

 8) 

3 6 3 6 5

2 4 1 2 3

1 2 1 2 1

− 
 

−
 
 − 

 

9) 

1 2 1 3

1 3 1 5

3 8 4 17

− 
 
 
 
 

 10) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 −
 

− 

 

11) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 

 12) 

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1

 
 
 
 
 
 

 

13) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

3 2 5 1 1

 
 
 
 − − −
 
− − − 
 − − − 

 14) 

1 3 2 2 3

1 4 3 4 2

2 3 1 2 9

1 3 0 2 1

2 5 3 2 1

1 5 6 6 3

− 
 

− 
 − −
 
 
 
  − 

 

15) 
1 1

1 2

2 1 3

F , F

i

i i

i i

+ 
 

+ 
 + + 

= =

 
 

 

 .ופעם מעל השדה   , עליך לדרג את המטריצה פעם מעל השדה  15בשאלה  * 

  

1
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 : רוג(י פתור את מערכות המשוואות בשיטת גאוס )כלומר, על ידי ד  27-16בשאלות 

16) 
2 3 8

5 4 3

x y

x y

+ =

− = −
 17) 

4 8 20

3 6 15

x y

x y

+ =

+ =
 

18) 
8 4 10

6 3 1

x y

x y

− =

− + =
 19) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 5

3 2 2 5

10 6 2 32

x x x

x x x

x x x

− − =

− + =

− − =

 

20) 
2 3 11

2 3 5

3 2

x y z

x y z

x y z

+ + = −

+ − = −

+ − =

 21) 
2 3 3

4 6 16 8

3 2 17 1

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

22) 
3 2

2 1

2

x y

x y

x y

+ =

+ = −

− = −

 23) 
4 7 0

8 14 2

16 28 4

x y

x y

x y

− =

− =

− + =

 

24) 
3 2 1

9 6 3

6 4 2

x y

x y

x y

− =

− + = −

− =

 25) 
2 3 2 2

2 5 8 6 5

6 8 10 4 8

x y z t

x y z t

x y z t

+ − + =

+ − + =

+ − + =

 

26) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 4 13 3

3 2 5 2

2 2 3 4 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ + − =

− + + =

+ + − =

 27) 

2 2 2

3 2 5

2 5 3 4

2 8 12 0

x y z

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − =

− + = −

+ + =

 

 

: F  השדהמעל  ,פתור את מערכת המשוואות הבאה בשיטת גאוס  (28

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 1 4

(1 ) 2

( 1 3 ) (3 ) (2 4 ) 5

z iz i z i

iz z i z i

i z i z i z i

+ + − = +

+ + + = +

− + + − + + = −

 

 F= .א

 F= .ב
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 תשובות סופיות 

 ד שקולות. -ב ו-ג שקולות, ו-א ו (1

א.  (2

1 10 11

2 2 0

1 1 3

 
 

−
 
 
 

ב.  

1 4 1 7

1 1 0 1

1 1 1 5

− − 
 

− −
 
 
 

ג.  

1 4 1 7

1 1 0 1

1 1 1 5

− − 
 

− −
 
 
 

 

ד. 

1 0 0 0 3

2 1 0 0 4

0 0 1 1 8

 
 
 
 
 

 

3) 

9 2 6 8

3 5 1 0

4 2 8 2

 
 

− 
 
 

 4) 

4 1 0 2

0 3 1 1

0 0 1 5

 
 

− 
 
 

 5) 

0 0 4 4

0 5 4 2

1 4 5 1

− 
 

− 
 − − 

 

א.  (6
1 1 22R R R→ ב.  +

2 2 14R R R→ ג.  −
2 2 12 4R R R→ + 

7) 

1 2 3 2 4 1

0 1 2 3 2 2

0 0 0 1 2 3

− − 
 

− −
 
 
 

- ו 

1 0 1 0 24 21

0 1 2 0 8 7

0 0 0 1 2 3

 
 

− − −
 
 
 

 

8) 

1 2 1 2 1

0 0 3 6 1

0 0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 

  

9) 

1 2 1 3

0 1 2 2

0 0 3 4

− 
 
 
 
 

- ו 

17
3

2
3

4
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 

− 
 
 

 

10) 

1 3 1 2

0 11 5 3

0 0 0 0

0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 
 

  

11) 

1 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 
 

− −
 
 
 
 

- ו  

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 

  

12) 

0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
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13) 

1 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 

− − 
 
 
 
 
 

- ו 

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 
 
 

  

14) 

1 3 2 2 3

0 1 1 2 1

0 0 2 0 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 

− − 
 −
 
 
 
  
 

 

15) 
1 1 1 1

1 2 , 0 0

0 0 0 0

F F

i i

i i

+ +   
   
+   

   
   

= =

 

16) ( ), (1, 2)x y = 17) ( ), (5 2 , )x y t t= − 18)  

19)  20) ( ) ( )1 2 3, , 1, 3, 2x x x = − −  

21) ( ) ( ), , 1 7 , 2 2 ,x y z t t t= − − + 22) ( ), ( 1,1)x y = − 

23)  24) ( )
1 2

, ,
3

t
x y t

+ 
=  
 

  

25) ( ) ( ), , , 2 ,1 2 2 , ,x y z t a b a b a b= − + + − 26)  

27) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = −  

א. (28
1 2 3( , , ) (2,3, 1)

F
z z z

=
= 1ב .  − 2 3( , , ) (( 1 ) 1 ,3, )

F
z z z i t i t

=
= − + + + 
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 מערכות עם פרמטר

 שאלות

 :)אם יש כאלה( יש למערכות kמצא לאילו ערכי  1-6בשאלות 
 .. אינסוף פתרונות3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

1) 2 2

1

5 7 ( 3) 1

3 ( 3) 3

x y z

x y k z k

x y k z

  

    

   

 2) 

1

1

1

x ky z

x y kz

kx y z

  

  

  

 

3) 

2 0

3 2

9 5 2

x ky z

x y kz

x ky z

  

  

   

 4) 

2

2 0

2 0

5 (1 ) 1

x y z

x y z

x k y k z

  

  

   

 

5) 

2

1

( 2) 2

( 1) 9

kx y

k x ky

k z

 

   

 

 6) 

3 2

4

3 (2 ) 0

x ky z

kx y z

x y k z

  

  

   

 

 

 )אם יש כאלה( יש למערכות: kמצא לאילו ערכי  7-9בשאלות 
 פתרונות.. אינסוף 3  . אף פתרון.2  . פתרון יחיד.1

7) 
2

2

2 3

( 3) 2 5

6 3 7 2

x ky

k x y k

x ky k

 

   

  

 8) 
2

2 3 1

4 ( 5 ) 2

x y z

x k k y z k

  

   
 

9) 

3 4 2

2 1

8 3

2 6 2 0.5 1

x y z

kx y z

x y z k

x y z k

  

   

  

   

  

 

 )אם יש כאלה( יש למערכות: bושל  aמצא לאילו ערכים של  10-12בשאלות 
 .פתרונות. אינסוף 3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

10) 

2 4

7 10 16 7

2 3 1

x y z b

x y z

x ay z

  

  

  

 11) 

2 4 1

2 4 4

2 4 0

2 6 2

x y az

x y z

x y z

x y z b

   

   

  

   

 12) 

1

3 2 1

x y z t

ax y z t b

x y at a

   

   

   
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  נתונה מערכת המשוואות: (13

1

2 2

3

x az

y z

bx cy dz

 

 

  

 

,מצא תנאי עבור  .א , ,a b c d, .כך שלמערכת יהיה פתרון יחיד 

,מצא תנאי עבור  .ב ,b c d,  כך שלכלa, .למערכת יהיו אינסוף פתרונות 

 

2נתונה המערכת:    (14 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

  


    
    

. 

 רשום את המטריצה המתאימה למערכת המשוואות. .א

 רשום את הצורה המדורגת של המטריצה מסעיף א. .ב

 יש למערכת:  kמצא לאילו ערכי  .ג
 . אינסוף פתרונות.3  . אף פתרון.2  יחיד.. פתרון 1

 רשום את הפתרון הכללי במקרה בו יש אינסוף פתרונות. .ד

0zיש למערכת פתרון שבו  kמצא לאילו ערכי  .ה . 

0zיש למערכת פתרון יחיד שבו  kמצא לאילו ערכי  .ו . 

. (1,2,3)פתרון של המשוואה השלישית הוא  kמצא עבור איזה ערך של  .ז

 האם ייתכן שהפתרון הנ"ל הוא גם פתרון של כל המערכת? הסבר.

 הוא הפתרון היחיד של המערכת. k ,(1,0,0)מצא לאיזה ערך של  .ח

  

1
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 תשובות סופיות

1) 1 .1, 2k k   2 .1k  3.2k   

2) 1 .1, 2k k   2 .2k   3 .1k  

3) 1 .4
71,k k     2 .4

7k    3 .1k   

4) 1 .1, 0.4k k   2 .1, 0.4k k   

5) 1 .1, 2k k      2 .1, 2k k    

6) 1 .1, 3, 2k k k       3 .1, 3, 2k k k      

7) 1 .1k   2 .1k   3 .1k   

8) 2 .3k    3 .3k  

9) 1 .1k   2 .1k  

10) 1 .2a  2 .2, 3a b   3 .2, 3a b   

11) 2 .2.5b   6אוa  .  3 .6, 2.5a b   

12) 2 .2, 2a b    3 .2, 2a b   2אוa . 

2abא. (13 c d   .0 ב, 1.5, 3b c d   

2א.  (14 2

1 1 1 1

3 7 1 1

4 6 2 4

k k

k

 
 

   
   

2ב.    2

2 2

1 1 1 1

0 10 4 4

0 0 2 4

k k

k k k

 
 

   
     

  

2. 1ג.  , 1k k    .2 .1k    3 .2k   .ד   , , 1 0.2 ,0.8 ,x y z t t t  

2kה.               .2וk             .2זk   .2, לא.          חk   
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 מערכת משוואות הומוגנית

 שאלות

של המערכת  קבע את הפתרון ,פתור את המערכת הבאה. על סמך הפתרון (1

 :ההומוגנית המתאימה

2

2 6

4 2 5 12

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

 

של המערכת  קבע את הפתרון ,פתור את המערכת הבאה. על סמך הפתרון (2

 :ההומוגנית המתאימה

2

2 6

4

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

 

: נתונה המערכת (3

1

2

2 3

x y

x y z k

x my z

 

   
   

. 

 אינסוף פתרונות. עבורם למערכת ההומוגנית המתאימה, mמצא את ערכי  .א

 פתרון. עבורם למערכת, k מצא את ערכי ,א-שמצאת ב mעבור ערך  .ב

m,י עבור ערכ .ג k הכללי מצא את הפתרון ,שמצאת בסעיפים הקודמים 

 מערכתוקבע את הפתרון הכללי של ה ,הנתונה המערכת של 
 ההומוגנית המתאימה.

 

נתון שהחמישייה  (4 4 2 4, ,2, ,t s t s t s     מהווה פתרון כללי של מערכת

 מבין הטענות הבאות נכונות: אילוקבע  ליניארית נתונה.

 המערכת הנתונה היא מערכת הומוגנית. .א

החמישייה  .ב 4,0,2,0,0, .היא פתרון פרטי של המערכת הנתונה 

החמישייה  .ג 4,0,2,1,1, .היא פתרון של המערכת הנתונה 

ממשי, החמישייה  aלכל  .ד 4 ,0,2 ,0,0a a .אינה פתרון של המערכת הנתונה 

החמישייה  .ה 4 2 , ,0, ,t s t s t s  , היא פתרון כללי של המערכת 

 המתאימה. ההומוגנית

החמישייה  .ו 0,1,0,1,2, .היא פתרון פרטי של המערכת ההומוגנית המתאימה 

 .2מספר המשוואות לאחר דירוג הוא  ,במערכת הנתונה .ז
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 תשובות סופיות

פתרון כללי של המערכת  (1 3 1
2 24 , 2,t t t  . 

וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה 3 1
2 2, ,t t t . 

 

) למערכת פתרון יחיד (2 , , ) (1,1,2)x y z . 

 תרון יחידלמערכת ההומוגנית המתאימה פ 0,0,0. 

 

3mא. (3   .2 בk   .  .פתרון כללי של המערכת ג( , , ) ( , 1, )x y z t t t . 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה , , )t t t. 

 

 הטענה לא נכונה.ג.  נכונה.הטענה ב.  הטענה לא נכונה.א.  (4
 הטענה לא נכונה.ו.  הטענה נכונה.ה.  הטענה לא נכונה.ד. 
 הטענה לא נכונה.ז. 
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 שימושים של מערכות ליניאריות

 שאלות

 באיור שלפניך רשת זרימה המתארת את זרם התנועה )במכוניות לדקה( (1
 של מספר רחובות בתל אביב.

 מצא את תבנית הזרימה הכללית של הרשת. .א

 ,הרשת מצא את תבנית הזרימה הכללית של .ב
ידוע שהכביש שהזרם שלו  אם

4x .סגור 

מהו הערך המינימלי של  .ג
1x, אם ידוע ש-

4 0x . 

 

 

 הוף וחוק אוהם(:כ)חוקי קיר מצא את הזרמים במעגלים החשמליים 3-2בשאלות 

2)  

 

3)  

 

 

 שאלות נוספות הנוגעות בנושא מערכת משוואות לינאריות. ותמצא)דטרמיננטות(  3* בפרק 

  

1
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 תשובות סופיות

א.  (1
3x ו- 

5x  .חופשיים
1 3 5100x x x    ,

2 3 5100x x x   ,
4 560x x . 

ב. 
3x .חופשי

1 340x x   ,
2 3160x x  ,

4 0x  ,
5 60x .   .40ג. 

א.  (2
1 2 3

255 97 158
, ,

317 317 317
I I I   

3) 
1 2 3

5 7 6
, ,

22 22 11
I I I    

1
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 מטריצות

 שאלות

4נתונות המטריצות הבאות:  (1 6 4 6 6 2 4 2 6 4, , , ,A B C D E    . 

 קבע אילו מבין המטריצות הבאות מוגדרות.
 במידה והמטריצה מוגדרת, רשום את סדר המטריצה:

 

,מצא את  (2 ,x y z:אם ידוע כי , 
2 3 2 2 2 5

2 5 2 8 4 3 12

x y x y z z

x y x y z z

      
   

       
. 

 

נתונות המטריצות הבאות: 3-8בשאלות 

 

2 3

4 0 1 4 2
4 1 1 4 2

1 2 , , , 1 0 1 ,
0 2 4 1 5

1 1 4 2 10

4 1 1 1 0 0
1 0

1 0 1 , , 0 1 0
0 1

4 1 1 0 0 1

A B C D

E I I

   
      

                   

   
    

       
       

 

 חשב )במידה וניתן(:

E .א  (3 D ב. 
3E D I  

 .ד 5C .ג 
32 4D EI 

4)   22 2tr D E  

4 .א  (5 TC A ב. 
1 1

2 4

TA C 

6)  2I BC  

7)   Ttr C C  

8)  DABC  

 

A .א B ב. AB ג. AC D ד. AE B 

B .ה AB ו. ( )E B A ז. ( )TE A D ח. TE B 

) .ט )E AC י. ( )E B A   

1
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 תשובות סופיות

4 .א  (1 6 4 .ג לא. .ב 2 לא .ה לא. .ד 

6 .ו  6 6 .ז 2 6 .ט לא. .ח 4 6 .י 6 

2)     , , 2,1, 1x y z    

 .א  (3

5 5 3

0 0 0

8 3 9

 
 
 
 
 

 .ב 

4 3 1

2 1 2

0 1 10

  
 
 
   

 .ג 
5 20 10

20 5 25

 
 
 

 

 .ד 

18 12 8

2 0 2

24 8 16

 
 
 
 
 

 4)  230 

 .א  (5

8 16

17 6

7 21

 
 
 
 
 

 .ב 
2.25 1.5 0

1 1.25 1.75

 
 
 

 

6)  
8 17 13

8 2 10

 
 
   

 7)  63 8)  

32 82 22

48 87 75

48 108 36

  
 
 
   
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 סימטריות -מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי

 שאלות 

TAתיקרא סימטרית אם   Aמטריצה ריבועית   A=, סימטרית אם  - ואנטיTA A= − . 

 מטריצה ריבועית. A- ידוע ש (1
 :)אחד או יותר( מי מבין הבאים נכון

1. TAA  .סימטרית 

2. TA A+  .סימטרית 

3. TA A− סימטרית. -אנטי 

 

 סימטריות מאותו סדר. -אנטי  B- ו A- ידוע ש (2
 מי מבין הבאים נכון:

1. BABABA סימטרית. -אנטי 

2. 2 2A B−  .סימטרית 

3. 2A B+  .סימטרית 

 

ABסימטריות מאותו סדר ונתון כי   B- ו A- ידוע ש (3 BA= − . 
 מי מבין הבאים נכון:

1. 3AB סימטרית-אנטי . 

2. 2AB  .סימטרית 

3. 2( )A B−  .סימטרית 

 

ABאנטי סימטרית מאותו סדר ונתון כי   B- סימטרית וA- ידוע ש (4 BA=. 
 הוכח:

1. AB סימטרית. -אנטי 

2. AB B+ סימטרית. -אנטי 

 

,נתון:   (5 ,A B AB  .סימטריות מאותו סדר 

4הוכח כי   4 4 4A B B A=. 
 

 תשובות סופיות 

1) 1,2,3 
2) 2 
3) 1,2,3 
 הוכחה.  (4
 הוכחה.  (5

1
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 דרגה של מטריצה

 שאלות

)אמת את המשפט   (1 ) ( )Trank A rank A=, 

  על המטריצה:

1 2 3 4 10

5 6 7 8 14

6 8 10 12 24

3 2 1 0 6

A

 
 
 =
 
 

− 

. 

 

)אמת את המשפט   (2 )  min ( ), ( )rank AB rank A rank B, 

  עבור:

1 2 3 4 1 2 3

5 6 7 8 4 5 6

6 8 10 12 7 8 9

3 2 1 0 1 1 1

A B

   
   
   = =
   
   
   

. 

 

נתונה המטריצה:   (3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4 1

0 0 0 10

k

k
A

k

k

− 
 

−
 =
 −
 

− 

. 

)חשב את   )rank A. 

 

1nריבועית מסדר   ה מטריצ Aנתון כי   (4 . 
 הוכח או הפרך: 

) .א ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

) .ב ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

 

A,נתון כי   (5 B   1מטריצות ריבועיות מסדרn . 
 הוכח או הפרך: 

)אם  .א ) ( )rank A rank AB=,   אז בהכרחB  .הפיכה 

)- ייתכן ש .ב ) ( ).rank A rank AB 

)אם  .ג ) ( )rank A rank B ,  אז( ) ( ).rank AB rank B 

 
  

1
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נתון   (6

1 2 3 1 2 3

0 0 1 , 0 4 5

0 0 4 0 0 1

A B

−   
   

= − =
   
   
   

. 

)חשב את   .א ) ( ),rank A rank B . 

)חשב את   .ב )10 14rank B A. 

 

A,נניח כי   (7 B שתי מטריצות ריבועיות מסדר  n. 

2הוכיחו כי   ( ) ( )
A A

rank rank A rank B
A B

 
 + 

 
. 

 

8תהי   (8 7xA כך ש ,מטריצה -( ) 3rank A =. 

מטריצות   3הוכח כי קיימות  
1 2 3, ,A A A,  1שלכל אחת מהן דרגה , 

- כך ש
1 2 3A A A A= + +. 

 מטריצות.  3- הראו כי לא ניתן לקבל זאת עם פחות מ

 .kשדרגתה   mxnהכלילו את תוצאת התרגיל למטריצה מסדר  
 

3נתונות שתי מטריצות   (9 5 5 3,A B . 

 הוכח או הפרך את הטענות הבאות: 

) .א ) ( )rank AB rank BA= 

) .ב ) ( )rank AB rank BA 

 לא הפיכה. BAהמטריצה  .ג
  

1
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 תשובות סופיות 

 הוכחה.  (1
 הוכחה.  (2
1kאם  (3 )אז   ,= ) 2rank A ,4אם . = 10k k= )אז  ,= ) 3rank A =. 

1,4,10kאם     ( ) 4rank A =. 

 הטענה נכונה.ב.   א. הטענה אינה נכונה.  (4
 . ב. הטענה אינה נכונה  א. הטענה אינה נכונה.  (5

 .ג. הטענה אינה נכונה

)א.  (6 ) 3rank B = ,( ) 2rank A ) ב.  .= )10 14 2rank B A = 

 הוכחה.  (7
 הוכחה.  (8
 הוכחה.  (9

 

 

1
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 מטריצה אלמנטרית

 שאלות

רשום את המטריצה   (1
1 2

3 4
A

 
=  
 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

רשום את המטריצה   (2
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

 ד. -הוכח או הפרך כל אחד מסעיפים א  (3
 ע"י סדרת פעולות דירוג.  A- מתקבלת מ B- ומטריצה ריבועית,  Aנתון כי  

 : ע"י הפעלת אותה סדרה של פעולות תתקבל גם         

 .2A- מ 2B .א

 .2A- מ BA .ב

 .BA- מ 2B .ג

 .AB- מ 2B .ד
 

]3תהי   (4 ]A M R,  איברי  , סכום  4כך שסכום איברי השורה הראשונה שלה הוא

 .10וסכום איברי השורה השלישית שלה הוא  1השורה השנייה שלה הוא 

2נגדיר את המטריצות האלמנטריות   1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 , 0 1 0

0 3 1 4 0 1

E E

   
   

= =
   
   −   

. 

למה שווה סכום איברי השורה השלישית במטריצה  
2 1E E A? 

 פתור בשתי דרכים: 
 האלמנטרית. בעזרת תכונות המטריצה  –דרך א'  
 בעזרת כפל מטריצות.   –דרך ב' 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 

1 2 3

1 0 1 1 1 0 1 2

3 1 0 1 0 2 3 4

e e e A

−     
=     

−     
 

2) 1 2 3 4

5 6

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1

0 0 1 2 0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 1 1 1 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

e e e e

e e

    
    

− •
    
    
    

  
  
• −
  
  
  

7 8

1 0 0

1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

e e

A

  
  

=
  
  −  

 

 הוכחה.  (3

4) 3− 

1
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 LUפירוק 

 שאלות

של המטריצה  LUרשום את פירוק  (1
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

  
 

   
   

. 

 

של המטריצה  LUרשום את פירוק  (2

1 2 3 4

2 3 8 5

1 3 1 3

3 8 1 13

A

 
 

 
 
 

 

. 

 

 של המטריצה LUרשום את פירוק  (3

2 6 6

4 5 7

3 5 1

6 4 8

8 3 9

A

 
 
  
  
 
  
  

. 

 
 תשובות סופיות

1) 

1 1 1 1 0 0 1 1 1

3 4 2 3 1 0 0 1 1

2 3 2 2 1 1 0 0 1

A L U

        
     

    
     
            

 

2) 

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4

2 3 8 5 2 1 0 0 0 1 2 3

1 3 1 3 1 1 1 0 0 0 2 4

3 8 1 13 3 2 2 1 0 0 0 3

A L U

      
     

         
      
     

      

 

3) 

1 0 0 0 0
2 6 6 2 6 6

2 1 0 0 0
4 5 7 0 7 5

3
3 5 1 0 0 02 1 0 0

2
6 4 8 0 0 0

3 2 0 1 0
8 3 9 0 0 0

4 3 0 0 1
A U

L

 
     

      
    
      
                  
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 תרגילי תיאוריה מתקדמים

 שאלות

A,תהיינה  (1 B  2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 

ABאזי בהכרח מתקיים: .א BA. 

2אם  .ב

nA AB I  אז בהכרחB  .הפיכה 

אם  .ג 
100

AB I אז בהכרח 
100

BA I . 

אם  .ד 
100

0AB   אז בהכרח 
101

0BA . 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (2

A,תהיינה  .א B  מטריצות מסדרn n 2, עבורןA AB .היא מטריצה היחידה 

AB-הוכיחו ש BA. 

2B-אם נתון בנוסף ש .ב BA ,היא מטריצת האפס 
 היא מטריצת האפס. Bהוכיחו שגם 

 

A,תהיינה  (3 B:מטריצות כלשהן. אזי בהכרח 

A,אזי  ,היא מטריצה ריבועיתABאם המכפלה  .א B.מטריצות ריבועיות 

A,היא מטריצה הפיכה, אזי ABאם המכפלה  .ב B .מטריצות ריבועיות 

 מטריצה ריבועית.Bמוגדרת, אזי ABמטריצה ריבועית והמכפלה Aאם  .ג

A,אם  .ד B מטריצות ריבועיות מאותו סדר, וכן   rank A rank B, 

אזי    rank AB rank B. 

 אף תשובה אינה נכונה. .ה
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nמטריצות ריבועיות מסדר  B-ו Aתהיינה  (4 nכך ש ,-BA AB. 

A,אם  .א B  2סימטריות הוכיחו כיAB .סימטרית 

1rankAנניח כי  .ב n  0-וv   0הוא וקטור המקייםAv , 
 בסקלר. vהוא כפולה של  Bvהוכח כי 

 

A,תהיינה  (5 B  2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 

 אזי בהכרח מתקיים:

AB .א BA 

2אם  .ב

nA AB I  אז בהכרחAB BA. 

אם  .ג 
100

AB I  אז בהכרח 
100

BA I. 

אם  .ד 
100

0AB   אז בהכרח 
100

0BA . 

 אף תשובה אינה נכונה. .ה

 

6) A  ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ-A .)ע"י סדרת פעולות דירוג )בשורות 
 פעולות תתקבל גם:ע"י הפעלת אותה סדרה של 

 .2A-מ 2B .א

 .2A-מ BA .ב

 .BA-מ 2B .ג

 .AB-מ 2B .ד

 .אינה נכונהאף תשובה  .ה

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות

 הוכחה. (4 ה (3 הוכחה. (2 ג+ד (1

   ב+ד (6 ב+ג (5
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 המטריצה ההופכית

 שאלות

 מצא את ההפוכה של כל מטריצה.  9-1בשאלות 
 בדוק תשובתך על ידי כפל מטריצות מתאים. 

1) 
1 2

3 4

 
 
 

 2) 
5 2

7 3

 
 
 

 3) 
4 1.5

2 1

 
 
 

 

4) 

1 0 2

4 1 8

2 1 3

 
 

−
 
 
 

 5) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

 
 

−
 
 
 

 6) 

2 1 1

3 2 2

5 3 4

− 
 

− 
 − 

 

7) 

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

 
 
 
 
 
 

 8) 

1 4 2 4

1 2 1 0

0 1 1 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 
 

− − 

 9) 

1 1 0 1

4 2 2 3

2 1 2 1

4 0 2 2

 
 
 
 − −
 

− 

 

 

2המטריצה הבאה:   kעבור אילו ערכים של הקבוע   (10

1 1 1

5 7 3

3 1 3

k

k

− 
 

− +
 
 − + 

 ? הפיכה 

 

  המטריצה kעבור אילו ערכים של הקבוע   (11

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

 
 
 
 
 
 
 
 

 ? הפיכה איננה 

 

 :X  וחלץ את ,nהן הפיכות מסדר   21-41בשאלות  הנח שהמטריצות

AXC .א  (12 D= 1 .ב 1A XC A DC− 1 .ג =− TP X P A− = 

1 .א  (13 2( )C A X D I− −+ 1 .ב = 1( )A AX X C− −− = 

14)      1T T TABC X BA C AB− =  

 

נתון   (15
1 2

4 9
B

 
=  
 

. 

)אם ידוע כי   ,Xחשב את   )
12 2B X B B I
−
= +. 
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1נתון   (16

1 0 2

4 1 8

2 1 3

B−

 
 

= −
 
 
 

1TBYBאם ידוע כי   ,Yחשב את   . B B−= +. 

 

1נתון   (17
2 3

4 7
A−  

=  
 

. 

)  בנוסף כי: אם נתון ,Bחשב את   ) ( )
2 2

5 2 7TA B I A A
− −

+ =. 

 
 ענה על הסעיפים הבאים: (18

2המקיימת    מטריצה ריבועית Aנתון:   .א 5 2 0A A I− − =. 

 .I- ו Aבמונחי   −1Aהפיכה ובטא את  A  כי  הוכח

)המקיימת    מטריצה ריבועית Aנתון:   .ב 3 )( 2 ) 0A I A I− + =  . 

 .I- ו Aבמונחי   −1Aהפיכה ובטא את  A  כי  הוכח

 

3:  ן כינתו  (19 2( ) 4 20 48p x x x x= − − + ,

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

. 

)חשב את   .א )p A. 

 , הפיכה A-ש  הוכח , )ולא בדרך אחרת(סעיף א בעזרת תוצאת  .ב

 בלבד. I- ו Aבעזרת   −1Aובטא את  
 

4מטריצה ריבועית המקיימת   A  כי נתון (20 0A =. 

 לא הפיכה. Aהוכח כי   .א

Iהוכח כי המטריצה  .ב A− ומצא את ההופכית שלה.  ,הפיכה 
 

נתון:   (21
1

1

P AP B

Q BQ C

−

−

 =


=
. 

1D- כך ש ,Dהוכח כי קיימת מטריצה הפיכה   AD C− =. 
 

 * הנח שכל המטריצות הנתונות ריבועיות, מאותו סדר והפיכות.
 ניתן לנסח את השאלה כך:  ,דמיון מטריצות* לסטודנטים המכירים את המושג *

 .C- דומה ל Aאז  ,C- דומה ל B-ו B- דומה ל  Aהוכח: אם  
 )כלומר יחס הדמיון הוא יחס טרנזיטיבי( 
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A,תהיינה   (22 B   2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות: 

AB .א BA=. 

2אם  .ב

nA AB I−  הפיכה.  Bאז בהכרח  , =

2אם  .ג

nA AB I−  הפיכה.  Aאז בהכרח  , =

)אם  .ד )
100

AB I= ,  אז בהכרח( )
100

BA I=  . 

)אם  .ה )
100

0AB )אז בהכרח  , = )
101

0BA =. 

 

A,תהיינה   (23 B  מטריצות מסדרn n  2, עבורןA AB I+ =. 

AB- הוכיחו ש .א BA=. 

2B- אם נתון בנוסף ש .ב BA+ ,היא מטריצת האפס 
 היא מטריצת האפס.  Bהוכיחו שגם  

 
A,תהיינה   (24 B.מטריצות כלשהן 

 הוכח או הפרך את הטענות הבאות: 

ABאם  .א I=   1אזB A−=. 

A,היא מטריצה ריבועית, אזי  ABאם המכפלה   .ב B .מטריצות ריבועיות 

A,היא מטריצה הפיכה, אזי  ABאם המכפלה   .ג B  .מטריצות ריבועיות 

 לא הפיכה.  ABהמכפלה   .ד

 מטריצה ריבועית.Bמוגדרת, אזי  ABמטריצה ריבועית והמכפלה  Aאם  .ה

 

2Aתיקרא אידמפוטנטית אם   Aמטריצה ריבועית  (25 A=. 
 הוכח:

Aלמעט המקרה בו   .א I= אידמפוטנטית היא לא הפיכה. , מטריצה 

יחידה נקבל מטריצה  האם נחסר מטריצה אידמפוטנטית ממטריצת   .ב
 אידמפוטנטית.

 , 2מסדר  תמטריצה אידמפוטנטית ריבועי Aאם  .ג
) אז ) 1tr A  מטריצה אלכסונית.   A -או ש =

 nAאידמפוטנטית   A .ד A=,   לכלn  .טבעי 
 

 

 )דטרמיננטות( תמצא שאלות נוספות הנוגעות למטריצה ההפוכה.  3בפרק : הערה

  

1

פרק 10מטריצות

52

52



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.il- לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון   –כתב ופתר  
 

 תשובות סופיות 

1) 
2 1

1.5 0.5

 
 

− 
 2) 

3 2

7 5

− 
 
− 

 3) 
1 1.5

2 4

− 
 
− 

 

4) 

11 2 2

4 1 0

6 1 1

− 
 

− 
 − − 

 5) 

8 1 3

5 1 2

10 1 4

− − 
 
−

 
 − 

  

6) 

2 1 0

2 3 1

1 1 1

− 
 

− 
 − − 

 7) 
1 1
2 2

1 1
3 3

1 1
4 4

1 0 0 0

0 0

0 0

0 0

 
 
− 
 −
 

− 

  

8) 

7 10 20 4

2 3 6 1

3 5 8 2

1 2 3 1

− − 
 
− −
 
 − −
 
− − 

 9) 

7 2 3 1

10 3 5 2

10 3 4 1.5

4 1 2 1

− − 
 
− −
 
 − −
 

− − 

  

10) 1, 2k k  − 11) 1, 4k k= = −  

1  א.  (12 1A DC− ). ג   D. ב  − )1
T

T TP A P− 

2CDא.  (13 A−   .ב( )
1

1A C A
−

−+ 

14) 1( )T T TBA C B BC− 15) 
5 1

4
2 1

X
− 

=  
− 

 

16) 

22 86 38

64 246 114

60 238 100

Y

 
 

=  
 
 

 17) 
264 4501

448 768245
B

 
=  

 
 

1א.  (18 0.5 2.5A A I− = 1ב.   − 1 1
6 6

A A I− = − 

 א. (19

0 0 0

( ) 0 0 0

0 0 0

f B

 
 

=
 
 
 

1ב.    21 1 5

48 12 12
B B B I− = − + + 

1ב.    א. הוכחה.  (20 2 3( )I A I A A A−− = + + + 

 הוכחה.  (21
 הוכחה.  (22
 הוכחה.  (23
 הוכחה.  (24
 הוכחה.  (25
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 בחזרה למערכת משוואות ליניארית

 שאלות

המבטאות את מערכת המשוואות   ,b- ו A ,xמצא מטריצות   סעיפים הבאים ב (1
Axהנתונה ע"י המשוואה היחידה   b=: 

 .א

2 3

2 4 5

6 4 2

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ − =

+ + =

 .ב 

2 3 1

4 2 4

1

4 2 10

x y z t

x y z

y z t

x z y

− + + =

+ + =

+ + =

− − =

 

 

  :נתון כי 2-6בשאלות 

4 2 4 1

1 1 1 2

1 6 3 3

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     −     

. 

 כמערכת משוואות לינאריות:בשאלות אלה בטא כל אחת מהמשוואות 

2) Ax b= 3) 4Ax x b= + 4) Ax kx b= − + 

5) Ax x= 6) 2 3TA x x b= +  

 

 , הפתור את מערכת המשוואות הבא (7

 בעזרת המטריצה ההפוכה:

2 3

3 2 2 5

5 3 4 11

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

. 

 
 , פתור את מערכת המשוואות הבאה (8

 :בעזרת המטריצה ההפוכה

4 2 4 1

2 0

1

3 2 0

x y z t

x y z

y z t

x y z t

+ + + =

+ − =

+ + =

+ − − =

. 

 
 ים:למערכת משוואות מסוימת יש את שני הפתרונות הבא  (9

( , , ) (2, 8,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= − = − −. 
 הוכח שהמערכת חייבת להיות הומוגנית. 
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 ם: למערכת משוואות לא הומוגנית יש את שני הפתרונות הבאי (10

( , , ) (2,3,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= = − −. 
 מצא פתרון לא טריוויאלי כלשהו של המערכת ההומוגנית המתאימה. 

 

2  :נתונה המערכת (11 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 : למערכת, k  מצא עבור אילו ערכים של הקבוע
 פתרון יחיד.     ב. אין פתרון.     ג. אינסוף פתרונות.  א.
 
 בפתרונך השתמש במושג 'דרגה של מטריצה'. * 
 

נתון   (12

1 1 2 3 1

2 0 1 2 2
,

5 8 4 2 0

0 5 3

A b

k m

   
   
   = =
   
   

−   

 . 

)ידוע כי   ) 3rank A Axידוע כי למערכת ו ,= b=  .יש פתרון 

k,מצאו את הקבועים   m. 
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית   (13
 . 0שווה  A  סכום האיברים בכל שורה של המטריצה

 הפיכה.  לאמטריצה  A- הוכח ש
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית הפיכה   (14
 .kשווה   Aמטריצה  הסכום האיברים בכל שורה של  

 הוכח שסכום האיברים בכל שורה של המטריצה הוא קבוע. 
 .k  בטא קבוע זה בעזרת

 

  :מקיימת A  מטריצה  (15

1 2 3

4 5 6 0

7 8 9

A

 
 

=
 
 
 

. 

הוכיחו כי הווקטור  

6

15

24

 
 
 
 
 

0Axההומוגנית  הוא פתרון של המערכת    =. 
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A,יהיו   (16 B   מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 עבור כל אחת מהטענות הבאות קבע האם היא נכונה או לא.  

)אם למערכת   .א ) 0AB x  קיימים שני פתרונות שונים,  =

 לא הפיכה.  Aאז בהכרח 

)למערכת   0- אם קיים פתרון שונה מ  .ב ) 0AB x =, 

)אז למערכת   ) 0BA x  . 0- קיים פתרון שונה מ =

0Axאם למערכת   .ג 2- קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת    .ד ) 0tA A x  לא הפיכה.   Aקיים פתרון יחיד, אז  =

)למערכת ההומוגנית   0- אם קיים פתרון שונה מ  .ה ) 0AB x =, 

0Axאז למערכת ההומוגנית    . 0- קיים פתרון שונה מ =

 

): נתונה מערכת משוואות מעל   (17 )0d Ax d =. 

)המקיימת   ,4  מטריצה ריבועית מסדר Aנתון כי   ) 2rank A =. 
הנתונה:  וקטורים הבאים פותרים את המערכתו ידוע כי ה

1 2 1 2 1 2( , ,6,7), ( , ,1,2), ( , ,4,3)u x x v y y w z z= = =. 

 : הנתונה מי מבין הבאים הוא הפתרון הכללי של המערכת 

x .א au bv cw= + + 

) .ב 1)x a b u av bw= + + − − 

x .ג au bv w= + + 

) .ד ) ( ) ( )x a b u b c v c a w= − + − + − 

) .ה ) ( )x a b u av bw u= + − + ,  כאשר ,+ ,a b c. 
 

 בחלקו האחרון של פתרון תרגיל זה נדרש הידע הבא מהפרק מרחבים וקטורים:  הערה:       

0Axבהינתן מערכת הומוגנית          =: 

 אוסף כל הפתרונות של המערכת נקרא מרחב הפתרונות של המערכת. . 1        

 . מספר המשתנים החופשיים במערכת לאחר דירוג נקרא המימד של מרחב הפתרונות. 2        

 מומלץ לחזור לתרגיל זה אחרי שתעברו על הפרק מרחבים וקטורים.  ,בכל אופן        
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 תשובות סופיות 

. א (1

2 1 1 3

1 2 4 5

4 4 1 2

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     
     

 

ב. 

2 3 1 1 1

4 1 2 0 4

0 1 1 1 1

1 2 4 0 10

x

y
A x b

z

t

−     
     
     = = =
     
     

− −     

 

2) 

4 2 4 1

2

6 3 3

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

3) 

2 4 1

5 2

6 3

y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− − =

 

4) 

(4 ) 2 4 1

( 1) 2

6 (3 ) 3

k x y z

x k y z

x y k z

+ − + =

+ − + =

− + + =

 

5) 

3 2 4 0

2 0

6 2 0

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

6) 

2 3

2 3 6 6

4 9

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − − =

+ + =

 

7) ( , , ) (1, 2,3)x y z = 

8) ( , , , ) ( 13,4, 5,2)x y z t = − − 

 . הוכחה (9

10) 

3

1

6

x

y

z

−   
   

=   
   −   

 

2kאם  (11  1  אוk   , אז יש פתרון אחד. −

2kאם   , אז יש אינסוף פתרונות. =

1kאם  =  , אז אין פתרונות. −

12) 5, 9m k= = 

 הוכחה.  (13

1
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- הוא קבוע השווה ל −1Aסכום האיברים בכל שורה של   (14
1

k
. 

 הוכחה.  (15

 הוכחה.  (16

 הוכחה.  (17

1
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 רגרסיה לינארית

 שאלות

 :בטבלה הבאה הביקוש של מוצר מסוים ביחס למחיר שלו בתקופה של חודש (1

   

( ) / ( )

49 124

69 95

89 71

99 45

109 18

price x Demand sales y

 

 גרסיה של הבעיה. ישר הר מצא את   .א

 . 54$בעזרת ישר זה נבא את הביקוש אם המחיר הוא  .ב

 השיפוע של ישר הרגרסיה? מה משמעות   .ג

 (.SSEמצא את סכום ריבועי השגיאות בחישוב הנ"ל ) .ד
 

 הערה: הנח שהביקוש הוא ביחידות מוצר והמחיר הוא בדולרים. 
 

 

 

 תשובות סופיות 

)א.  (1 ) 1.7 211f x x= −  יחידות מוצר .   119.2הביקוש הוא ב.   +
יחידות מוצר   1.7לירידה במכירות של   תביא 1$-העלאת מחיר המוצר בג. 

207.65SSEד.     בחודש.  = 

1

פרק 10מטריצות

59

59



מתמטיקה לחשבונאים ב
פרק 11 - דטרמיננטות

תוכן העניינים

1. חישוב דטרמיננטות י 60

2. כלל קרמר ופתרון מערכת משוואות י 68

3. מטריצה צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה י 69

4. שימושי הדטרמיננטה י 73

5. תרגילי תיאוריה מתקדמים י 74

59

59
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 דטרמיננטות 

 שאלות

 )פיתוח לפי שורה/עמודה(:  שב את הדטרמיננטה על ידי הורדת סדרח 5-1 בשאלות 

א.  (1
a b

c d
ב.   

5 2

7 3−
ג.    

4 1.5

2 1

−

−
 

 

א.  (2

1 0 2

4 1 8

2 0 3

ב.   

2 1 1

0 2 1

1 0 0

ג.    −

2 1 1

3 2 5

0 2 0

− 

 

א.  (3

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

ב.   

1 0 2 5

2 0 6 0

5 3 7 4

2 0 5 44

− −

−
ג.   

4 0 0 5

1 7 2 4

4 0 0 0

1 4 1 1−

 

 

4) 

1 9 8 3 4

3 0 5 0 2

2 4 1 0 3

4 1 7 0 2

0 0 1 0 0

−

− 

 

5) 

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 1 5 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

−

−

− − −

 

 

 דירוג. חשב את הדטרמיננטה של המטריצות על ידי  7-6בשאלות 

א.  (6

1 3 0 2

2 5 7 4

3 5 2 1

2 2 2 1

− −

−

ב.  

1 3 3 4

0 1 2 5

2 5 4 3

1 2 1 1

−

−

−

− − − −

ג.   

1 1 3 0

1 0 2 4

1 2 8 5

3 1 2 3

− −

−

− −

 

  

1

פרק 11דטרמיננטות

60

60



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.il- לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון   –כתב ופתר  
 

א.  (7

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

2 6 2 3 9

3 7 3 8 7

3 5 5 2 7

− −

− − −

− −

− −

ב.   

1 2 1 0 2

3 4 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 3 1 0

0 0 5 2 7

− −

− − −

−

 

ג. 

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 0 4 1

0 0 0 2 7

− −

− − −

 

 

 ודירוג: חשב את הדטרמיננטה על ידי שילוב של הורדת סדר  10-8בשאלות 

8) 

2 5 3 1

3 0 1 3

6 0 4 9

6 15 7 2

− −

−

− −

− −

 

 

9) 

1 2 3 0

3 4 3 0

5 4 6 6

3 4 7 3

−

 

 

10) 

2 5 4 1

6 12 10 3

6 2 4 0

6 7 7 0

− −

−

 

 

 ללא חישוב, שהדטרמיננטה של המטריצות שווה אפס:הראה,   12-11בשאלות 

א.  (11

1 0 2

7 0 12

3 0 2

ב.   

1 2 3

4 5 6

5 7 9

 .ג  

12 15 18

13 16 19

14 17 20
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א.  (12

1 1 1

y z z x y x

x y z

+ + +

ב.   
a a x a y

b b x b y

c c x c y

+ +

+ +

+ +

 

ג. 

2 2

2 2

2 2

sin cos 1

sin cos 1

sin cos 1 1

x x

y y

z

ד.   

3 1 4 5 0 1 12

14 4 1 4 1 8 4

3 5 2 0 4 1 3

4 2 1 1 0 6 6

21 2 3 4 5 6 1

2 5 7 4 2.5 1 1.5

11 2 6 9 1 3 4

− −

− −

− − −

− −

−

− − − −

− − −

 

 

4נתון כי:    13-15בשאלות 

a b c

d e f

g h i

=. 

 חשב:

13) 

2

2

2

a g d d

b h e e

c i f f

+

+

+

 

 

14) 

2 3 2 4

2 3 2 4

2 3 2 4

a d d g a

b e e h b

c f f i c

− +

− +

− +

 

 

15) 

0 3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 0 0 0

g d a a d

h e b b e

i f c c f

+ +

+ +

+ +
 

 

הוכח כי:   (16

2

2

2

1

1 ( )( )( )

1

a a

b b b a c a c b

c c

= − − −. 
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הוכח כי:   (17

2 3

2 3

2 3

2 3

1

1
( )( )( )( )( )( )

1

1

x x x

y y y
y x z x t x z y t y t z

z z z

t t t

= − − − − − −. 

 

חשב:   (18

1 1 1 1

1 1 1 1

det 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

. 

 

 .n  , נתונה מטריצה ריבועית מסדר19-52 שאלותמה תבכל אח 
 המטריצה הנתונה: חשב את הדטרמיננטה של 

19) 

1 1

0 1
ij

i j

i j
a

j i j

j i j

= =


= 
= 


− 

 

 

20) 

1

1,

0

ij

j i j

a n i j n

else

= +


= = =



 

 

21) 
1 1

0
ij

i j n
a

else

+ = +
= 


 

 

22) ij

a i j
a

b else

=
= 


 

 

23) 

1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 n

 
 
 
 
 
 
 
 
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24) 

1 1 1 1

1 3 3 3

1 3 6 6

1 3 6 3( 1)n

 
 
 
 
 
 
 − 

 

 

25) 
1

1

0

ij

a i j

b i j
a

c j i

else

=


= +
= 

= +


 

  :25בשאלה   *

 צא נוסחת נסיגה עבור הדטרמיננטה. מ .1

,3הנח כי   .2 1, 2a b c= =  ומצא: , =

 ביטוי סגור עבור הדטרמיננטה.  .א

20n כאשר ,את הדטרמיננטה  .ב =. 
 

  חשב: (26

2 1 2 1 1 3 1

a b c d e a b c d e

f g h i j f g h i j

k l m n o k l m n o

p q r s t p q r s t

a b x y a b c d x e y

+

+ − − − − − −

. 

 

|,  3מטריצות מסדר  B- ו A  ן כינתו  27-28בשאלות  | 4 , | | 2A B= =. 
 חשב:

1א.  (27 TABA B−   .2ב 3| 4 |A B 

 

2א.  (28 3| |TA B A−−  .2 ב| 2 |TA A adjB− 

 

)1נתון:   (29 )PQ APQ B− =. 

|הוכח:   | | |A B=. 

 

2- כך ש ,4מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A  :ןנתו  (30 3 0AB I+ =, | | 2A =. 

|חשב את   |B. 
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2- כך ש ,3מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A:  ןנתו  (31 13 0 , 2 0A B B A−+ = − =. 

|חשב את   |, | |A B. 

 

1  .1הוכח:  (32 1
| |

| |
A

A

− =  2. ( ) 1| |nnxnadj A A −=. 

 

 . זוגי-סימטרית מסדר אי- מטריצה אנטי Aנתון כי   (33

|- הוכח ש | 0A =. 

 

|,   nמטריצה מסדר   A :ןנתו  (34 | 128A =, 22 TAB B A=, ו -B הפיכה . 
 .nמצא את  

 

) :ןנתו  (35 ) ( )
1

det 2, det
3

nxn nxnA B= =. 

21 חשב:
det

3

n nB A−. 
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 תשובות סופיות 

adא.  (1 bc−  .1ג.   29ב− 

  −14ג.  −3ב.   −1א.  (2

  −300ג.  234ב.   24א.  (3
4) 9 
5) 6 
 3 ג.  0ב.   0א.  (6
 104 ג.  44 ב.  24א.  (7
8) 120 
9) 114 

10) 6 
 www.GooL.co.ilתרונות באתר: פ (11

 פתרונות באתר.  (12

13) 8− 

14) 16 

15) 9 

 הוכחה.  (16

 הוכחה.  (17

18) ( ) ( )
4

1 4k k− + 

19) !n 

20) 1( 1) !n n−− 

21) 
(3 1)

2( 1)
n n+

− 

22) 1( ) [ ( 1) ]na b a n b−− + − 

23) 1  

24) 22 3n− 

25) 1. 2 3

2 3, 2D a bc D a abc= − = −  ,1 2n n nD aD bcD− −= − 

12  .א.2 1n

nD += 21 .ב  −

20 2 1D = − 

26)  0 

 132ב.     4 א. (27

 −112 .ב  −8 .א (28

 הוכחה.  (29

1
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30) 
81

32
 

31) | | 18, | | 2 / 3A B= = − 

 הוכחה.  (32

 הוכחה.  (33

34) 7  

35) 4n 

1
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 כלל קרמר 

 שאלות

 פתור את מערכות המשוואות בעזרת כלל קרמר:  3-1בשאלות 

1) 
2 5

3 4 11

x y

x y

+ =

+ =
 2) 

3

4 8 21

2 3 8

x z

x y z

x z

+ =

+ + =

+ =

 3) 

2 5 8

2 6 8

5 3 7 4 5

2 5 44 51

x z t

x y

x y z t

x y z

+ + =

− − = −

+ − + =

+ + =

 

 

נתונה מערכת המשוואות:  (4

1

1

1

1

, 1

kx y z t r

x ky z t r

x y kz t r

x y z kt r

x y z t kr

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

.  

 למערכת פתרון יחיד?  kעבור איזה ערך של   .א

למערכת פתרון יחיד שבו   kעבור איזה ערך של   .ב
1

2
x =? 

עבורו למערכת פתרון יחיד שבו   kהאם קיים   .ג
1

5
x =? 

x- מתקיים ש  אז בהכרח ,פתרון יחידהוכח שאם למערכת  .ד y z t r= = = =. 

 

A,יהיו   (5 B   מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 עבור כל אחת מהטענות הבאות קבע האם היא נכונה או לא.  

0Axאם למערכת ההומוגנית   .א 2- קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית   .ב ) 0tA A x |קיים פתרון יחיד, אז   = | 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית   .ג ) 0AB x |- קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = | 0A =. 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1, 2x y= = 

2) 1, 1, 2x y z= = = 

3) 1x y z t= = = = 

,1א.  (4 4k k  2kב.   − =  . ד. הוכחה  ג. לא.  −

 . ג. לא נכונה  ב. לא נכונה.   א. לא נכונה.  (5
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 צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה  מטריצה

 שאלות

)חשב את הצמודה הקלסית   1-3 בשאלות  )adj A,   1ובעזרתה אתA−: 

1) 
1 2

3 4
A

 
=  
 

 2) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

A

 
 

= − 
 
 

 3) 

1 0 1 0

0 1 0 0

1 0 1 1

0 0 1 1

A

 
 

=  
 
 

 

 

נתון:  (4

9 26 1 14 10

13 7 87 4 0

71 35 3 0 0

17 2 0 0 0

2 0 0 0 0

A

− − 
 

− 
 =
 
 
 
 

 . 

):  חשב .א )
1,5

adjA. 

)חשב:   .ב )1

1,5
A−. 

 

|הוכח שאם   (5 | 1A  הם מספרים שלמים,  Aוכל איברי   =

 מספרים שלמים. הם  גם  −1Aאזי כל איברי  
 

 מטריצה משולשית תחתונה והפיכה. A- נתון ש (6

 משולשית תחתונה.  −1A- הוכח ש

 

 הפיכה. A- נתון ש (7

)הוכח שגם   )adj A   וגםTA .הפיכות 
 

A,נתון:   (8 B   .הפיכות,C D  .לא הפיכות 
 האם המטריצות הבאות הפיכות: 

C .א D+ ב. A B+ ג. AD ד. CD ה. AB 

 

2עבורם המטריצה הבאה לא הפיכה: kמצא את ערכי   (9

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 4 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

k

k k k k

 
 
 
 − +
 

− 
 − − − 

. 
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A,- ידוע ש (10 B 0- מטריצות ריבועיות מאותו סדר וB . 
 הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות: 

0ABאם  .א  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ב  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ג |אז   ,= | 0A =. 

0ABאם  .ד |אז   ,= | 0A =. 
 

נתונות שתי מטריצות   (11
3 5 5 3,A B 

. 

 הוכח או הפרך את הטענות הבאות: 

| .א | | |AB BA=  

) .ב ) ( )adj AB adj BA  
 

מתקבלת ממטריצה   Bאם  (12
3 3A 

 , 4- ב על ידי כפל העמודה הראשונה 

|אז  ( ) |adj A B שווה ל: 

3 .א 34 | |A 

3 .ב 34 | |B 

34 .ג | |B 

34 .ד | |A 

 

)נתונה מטריצה ריבועית   (13 )ijA a=   3מסדרn    1המקיימתija i j= + −. 

 מהטענות הבאות: הוכח או הפרך כל אחת  

| .א | 4A = 

 הפיכה.  A .ב

) .ג ) 0adj A = 

| .ד | 0A = 
 

 , אז:Aהיא הצורה המדורגת של מטריצה ריבועית   Gאם  (14

)בהכרח   .א ) ( )det detA G=   וגם( ) ( )adj A adj G=. 

)בהכרח   .ב ) ( )det detA G= אך ייתכן ש ,( ) ( )adj A adj G. 

)- ייתכן ש .ג ) ( )det detA G  אך בהכרח ,( ) ( )adj A adj G=. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ד
  

1

פרק 11דטרמיננטות

70

70



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.il- לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון   –כתב ופתר  
 

)תהי   (15 )ijA a=   2מטריצה ריבועית מסדרn , כך ש-1ij

i i j
a

i j

=
=


. 

1לכל   ,i j n , :אז בהכרח מתקיים 

! .א 1A n= − 

 הפיכה.  A .ב

) .ג )adj A  .לא הפיכה 

4nאם  .ד )אז   ,= ) 214Adj A . 

 
4nמטריצה ריבועית מסדר   Aתהי   (16 . 

 הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות: 

)אם  .א ) 2rank A n= ), אז בהכרח  − ) 0adj A =. 

)סימטרית, אז בהכרח  -אנטיAאם  .ב )adj A סימטרית. - אנטי 

)אם  .ג ) 0adj A  .=0A, אז בהכרח  =

 
17) A   ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ -A   4ע"י הכפלת השורה הראשונה פי, 

 ע"י:  adjA- מתקבלת מ  adjBאז 

 . 4הכפלת השורה הראשונה פי  .א

 . 4הכפלת כל שורה פרט לראשונה פי  .ב

 . 4הכפלת העמודה הראשונה פי  .ג

 . 4הכפלת כל עמודה פרט לראשונה פי  .ד

 תשובה אינה נכונה. אף  .ה
 

)המקיימת    5מטריצה ריבועית מסדר  Aתהי   (18 )( 1 )Adj i A i− + =. 

)detחשב   )A. 

 
 .nמטריצה ריבועית מסדר   Aנתון כי   (19

 הוכח את הטענות הבאות:

) הפיכה   A .א )Adj A .הפיכה 

) .ב ) ( )
11 ( )Adj A Adj A
−− = 

)1 .ג ) | |nAdj A A −= 
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 תשובות סופיות 

1) 1
4 2 2 1

( ) ,
3 1 1.5 0.5

adj A A−
− −   

= =   
− −   

  

2) 1

8 1 3

( ) 5 1 2

10 1 4

adj A A−

− − 
 

= = −
 
 − 

 

3) ( ) 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0 0
,

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

adj A A−

− −   
   −

= =   − − −
   

− −   

 

 0.5 ב.  240 א.  (4

 הוכחה.   (5

 הוכחה.  (6

 הוכחה.  (7

 ג. לא הפיכה.  ב. לא ניתן לדעת.  לא ניתן לדעת.  .א (8

 ה. הפיכה.   ד. לא הפיכה. 

0kאם ורק אם   (9 =. 

 הוכחה.  (10

 הוכחה.  (11

 ד (12

 הוכחה.  (13

 ד (14

 ד (15

 הוכחה.  (16

 ד (17

18) 
5

22
−

 

 הוכחה.  (19
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 שימושי הדטרמיננטה

 שאלות

 : שקדקודיהחשב את שטח המקבילית א.    (1
  1 .(0,0), (5,2) , (6,5) , (11,6)  2 .( 1,0) , (0,5) , (1, 4) , (2,1)− − 

,(0,0,0):  שקדקודיוחשב את נפח המקבילון   .ב (1,0, 2), (1,2,4), (7,1,0)−. 

,3,3)מצא משוואת מישור העובר דרך הנקודות:   .ג 2), ( 1,3,1), (1,1, 1)− − −. 

,1):  שקדקודיוחשב את שטח המשולש   .ד 2), (3, 4), (5,8). 

 
 : בכל אחד מהסעיפים בתרגיל זה עליך להשתמש בדטרמיננטות. הערה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

3ג.   22ב.  14. 2א.  . 13 .1א. (1 4 2 0x y z− + +  2ד.        =
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 תרגילי תיאוריה מתקדמים

 שאלות

A3 מתקבלת ממטריצה Bאם  (1 3 , 7-בע"י כפל העמודה הראשונה, 

אז  adj A B :היא 

 .א
3

A 

 .ב
3

B 

 .ג
2

A B 

 .ד
2

A B 

  
2) ,A B  ,0מטריצות ריבועיות מאותו סדרB :אז , 

0ABאם  .א  ,0אזA . 

0ABאם  .ב ,  0אזA . 

0ABאם  .ג  , 0אזA . 

0ABאם  .ד  , 0אזA . 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

3) B  5מטריצה 3 ,A  3מטריצה 5:אז בהכרח , 

 .א   det detAB BA 

 .ב   rank AB rank BA 

 .ג   rank AB rank BA 

 .ד   adj AB adj BA 
 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

4) A  ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ-A  7ע"י הכפלת השורה הראשונה פי, 
 ע"י: adjA-מתקבלת מ adjBאז 

 .7הכפלת השורה הראשונה פי  .א
 .7ה פי הכפלת כל שורה פרט לראשונ .ב
 .7הכפלת העמודה הראשונה פי  .ג
 .7הכפלת כל עמודה פרט לראשונה פי  .ד
 תשובה אינה נכונה.אף  .ה
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A,יהיו  (5 B  מטריצות ממשיות מסדרn n:אז בהכרח מתקיים . 

אם למערכת ההומוגנית  .א  0AB x  קיימים שני פתרונות שונים, 

0Aאז בהכרח  . 

למערכת ההומוגנית  0-אם קיים פתרון שונה מ .ב  0AB x , 

אז למערכת ההומוגנית   0BA x  0-קיים פתרון שונה מ. 

0Axאם למערכת ההומוגנית  .ג  2-אז ייתכן ש ,קיים פתרון יחיד 0A . 

אם למערכת ההומוגנית  .ד  0tA A x  קיים פתרון יחיד, 

 תלויות ליניארית. Aאז השורות של 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

A,תהיינה  (6 B  4מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn :אזי בהכרח מתקיים . 

אם  .א  2rank A n ,  אז בהכרח  0adj A . 

אז בהכרח  ,סימטרית-אנטיAאם  .ב adj A סימטרית. -אנטי 

אם  .ג  0adj A ,  0אז בהכרחA . 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ד

 

 אתה (7 ijA a  3מטריצה ריבועית מסדרn , 1-כך שija i j  . 

 אז בהכרח מתקיים:

2A .א  

0A .ב  

 תלויות ליניארית.-בלתיAעמודות  .ג

 .ד  0adj A  

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

-ונניח ש ,5מטריצה ריבועית מסדר  A אתה (8 ( 1 )adj i A i  , 

 שווה ל: ההערך המוחלט של הדטרמיננטאז 

4 .א 2 

 3i .ב

 0 .ג

 .ד
2

8
 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה
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A,נניח  (9 B  מטריצות מסדר גודלn n  2המקיימות 2 nA AB I . 

 אז בהכרח מתקיים:

 הפיכה. B .א

0A .ב  

0ABxלמערכת  .ג  פתרון יחיד. 

AB .ד BA 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

 , אז:Aהיא הצורה המדורגת של מטריצה ריבועית  Gאם  (10

בהכרח  .א   det detA G  וגם   adj A adj G. 

בהכרח  .ב   det detA Gאך ייתכן ש ,   adj A adj G. 

-ייתכן ש .ג   det detA G אך בהכרח ,   adj A adj G. 

 אף תשובה אינה נכונה. .ד

 

תהי  (11 ijA a  2מטריצה ריבועית מסדרn , כך ש-
1

ij

i i j
a

i j


 


. 

1לכל  ,i j n , :אז בהכרח מתקיים 

! .א 1A n  

0A .ב  

 תלויות ליניארית.-בלתי Aעמודות  .ג

 .ד  0adj A  

 אף תשובה אינה נכונה. .ה
 

A,יהיו  (12 B  מטריצות ממשיות מסדרn n:אז בהכרח מתקיים . 

אם למערכת ההומוגנית  .א  0AB x  0-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן שA . 

למערכת ההומוגנית  0-פתרון שונה מאם קיים  .ב  0AB x , 

0Axאז למערכת ההומוגנית   0-קיים פתרון שונה מ. 

0Axאם למערכת ההומוגנית  .ג  2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש 0A . 

אם למערכת ההומוגנית  .ד  0tA A x  קיים פתרון יחיד, אז השורות 

 תלויה ליניארית.-בלתי Aשל 

 אף תשובה אינה נכונה. .ה
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 תשובות סופיות

 ב (5 ד (4 ד (3 ב (2 ד (1

 ד (10 ד (9 ד (8 ב (7 א (6

    ד (12 ג (11
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מתמטיקה לחשבונאים ב
פרק 12 - אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלקים

תוכן העניינים
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 אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלקים

 שאלות 

 : 23-1בשאלות חשב את האינטגרלים 

1( xxe dx∫ 2( 4 lnx xdx∫ 3( sinx xdx∫ 

4( ( )2 2 3 lnx x xdx+ +∫ 5( 2 sin 4x xdx∫ 6( 2 4xx e dx−∫ 

7( ln xdx∫ 8( 
3

1ln dx
x∫ 9( arctan xdx∫ 

10( arcsin xdx∫ 11( 5ln 2x x dx⋅ −∫ 12( 2cos
x dx

x∫ 

13( 2

ln x dx
x∫ 14( arctanx xdx∫ 15( ( )2 2ln 1x x dx+∫ 

16( 2ln xdx∫ 17( 
2ln x dx

x
 
 
 ∫ 18( cosxe xdx∫ 

19( 2 sin 4xe xdx∫ 20( 21 x dx−∫ 21( 
( )21

xxe dx
x +∫ 

22( 2tanx xdx∫ 23( ( )41 2x x dx+ ⋅ +∫  

 

nמצא נוסחת נסיגה עבור  )24 xx e dx∫   באשרn .טבעי 

4חשב את  )25 xx e dx∫. 
 

cosnמצא נוסחת נסיגה עבור  )26 xdx∫   באשרn .טבעי 

4cosחשב את   )27 xdx∫. 
  

1
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sinnמצא נוסחת נסיגה עבור  )28 xdx∫   באשרn .טבעי 

4sinחשב את  )29 xdx∫. 
 

 מצא נוסחת נסיגה עבור )30
( )2

1

1
n dx

x+
 טבעי. nבאשר   ∫

חשב את  )31
( )42

1

1
dx

x+
∫. 

 
cosחשב את האינטגרלים   )32 , sinax axe bxdx e bxdx∫ ∫. 
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 תשובות סופיות 

1( x xxe e c− + 

2( 
5 1ln

5 5
x x c − + 
 

 

3( cos sinx x x c+ + 

4( 
3 3 2

2 3 ln 3
3 9 2
x x xx x x x c

 
+ + − + + + 

 
 

5( 
2 1 1cos 4 sin cos 4

4 2 4 16
x xx x x c − + + + 

 
 

6( 
2

4 4 41 1 1
4 2 4 16

x x xx e xe e c− − − − + − − + 
 

 

7( lnx x x c− + 

8( ( )1 ln
3

x x x c− − + 

9( 21arctan ln 1
2

x x x c− + + 

10( 2arcsin 1x x x c+ − + 

11( ( )
2 21 1ln 2 2 4 ln 2

5 2 2 2
x xx x x x c

  
− − + + − +  

  
 

12( tan ln cosx x x c+ + 

13( 1 1ln x c
x x

− − + 

14( ( )
2 1arctan arctan

2 2
xx x x c⋅ − − + 

15( ( )
3 3

2 2ln 1 arctan
3 3 3
x xx x x c

 
+ − − + + 

 
 

16( ( ) ( )2ln 2 lnx x x x x c− − + 

17( ( )1 2ln ln 1x x c
x x

− − − + 

18( ( )sin cos
cos

2

x
x e x x

e x c
+

− + + 

19( 
2 1cos 4 sin 4

2
5

xe x x
c

 − + 
  + 

20( 
21 arcsin
2

x x x c− +
+ 

1
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21( 
1

xe c
x

+
+

 

22( ( )
2

tan ln cos
2
xx x x x c− + + + 

23( ( )( ) ( )
9 11
2 2

2 41 2 2
9 99

x x x c+ + − + + 

24( 1n x n xx e n x e dx−− ∫ 

25( ( )4 3 24 12 24 24xe x x x x c− + − + + 

26( ( ) ( ){ }1 21 cos sin ( 1) cosn nx x n x dx
n

− −+ − ∫ 

27( ( )( )31 cos sin 3 5 cos sin
4

x x x x x c+ ⋅ + + 

28( ( ) ( ) ( )( )1 21 sin cos 1 sinn nx x n x dx
n

− −− + − ∫ 

29( ( )( )31 sin cos 3 5 sin cos
4

x x x x x c− + ⋅ − + 

30( 
( ) ( )

( )
2 2

1 2 1
2 1 1

n n
x dx n

n x x

 
 + −
 + + 

∫ 

31( 
( ) ( )3 2 22 2

1 1 1 arctan
6 4 2 11 1

x x x x
xx x

     + + +   + + +    

 

32( 2 2 2 2

sin cos sin coscos , sinax ax ax axb bx a bx a bx b bxe bxdx e e bxdx e
a b a b
+ −

= =
+ +∫ ∫ 

1
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מתמטיקה לחשבונאים ב
פרק 13 - האינטגרלים

תוכן העניינים

1. אינטגרלים לא מסויימים  י (ללא ספר)

2. אינטגרלים בשיטת ההצבה  י (ללא ספר)

3. אינטגרלים של פונקציות רציונליות  י (ללא ספר)

4. האינטגרל המסויים  י (ללא ספר)

5. חישוב שטחים  י (ללא ספר)
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