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פרק 1 - וקטורים גיאומטרים, פונקציות וקטוריות, אופרטורים וקטורים

תוכן העניינים

1. וקטורים י 1

2. מכפלה וקטורית ומכפלה מעורבת י 6
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4. פונקציות וקטוריות של משתנה ממשי י 9

5. גרדינט, דיברגנץ ורוטור י 13
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 וקטורים

 .uu,: הם .סימונים מקובלים נוספיםuכך   uקטור  ואנו נסמן את הו :ת סימוןהער

|נסמן כך   uקטור ו את גודל הו   |u.  סימון מקובל נוסף הוא|| ||u. 
 וקטור.ווקטור וגם הנורמה של הוגודל וקטור נקרא גם אורך ה  

 שאלות 

,P,Qוקטורים ורשום את נוסחת כל אחד מה (1 R,S  .שבאיור 
 הנח שאורך ורוחב כל משבצת באיור הוא יחידה אחת. 

 
 

 , נתונה מקביליתהבא בשרטוט  (2
 נתונים. מקדקודיהששיעורי שלושה 
 .D הקדקודמצא את שיעורי 

 רמז: היעזר בנוסחת אמצע קטע. 
 

 נתונה תיבה שמידותיה נתונות במערכת הצירים שלפניך. (3
 . על פי השרטוט uמצא מהו הווקטור 

 

 

 

 

 נתונים. קדקודיונתון משולש ששיעורי  הבא בשרטוט (4
 . מצא את שיעורי מפגש התיכונים במשולש
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 ענה על הסעיפים הבאים )אין קשר בין הסעיפים(:  (5

)אם נתונות הנקודות  EFמצא את הווקטור  . א )E 2,0, )-ו  −3 )F 7, 1, 3− −. 

)אם נתונה הנקודה ,Nמצא את שיעורי הנקודה  .ב )M 0, 4,1−  

)והווקטור  )MN 1, 1,9= − −. 

 

 נתונה תיבה שמידותיה נתונות במערכת הצירים שלפניך. (6
 .vומהו הווקטור  uמצא מהו הווקטור 

 

 

 

u -אם נתון ש ,z-ו x  ,yמצא את   (7 v=   4)כאשר, 1,2)u = −,

( 2, 1, 3)v z y x= − + −. 

 

נתונות הנקודות הבאות:  (8

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A 1,0, 2  , B 3,7, 4  , C 6,9,0  , D 7, 4,10  , E 9,11, 4−. 

AB  הראה כי . א DE=. 

ADכי  גם האם ניתן לומר  .ב BC= .נמק ? 
 

 , בשרטוט נתונה מקבילית (9
  ששיעורי שלושה מקדקודיה נתונים.

 .Dמצא את שיעורי הקדקוד 
 אין להיעזר בפתרון בנוסחת אמצע קטע.* 
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)  קטוריםונתונים הו 10-16בשאלות  3,1, 4)u = −, (4, 2, 6)v = − ,2,6)-ו − 5)w = −. 

 הסבר את משמעות התוצאות מבחינה גיאומטרית.  16-ו ,14 ,13 שאלות* ב

 חשב: (10

3 . ג −0.5v .ב 2u . א 2u v− 

 

 חשב: (11

0.25 . א 0.5v u− 0.5 .ב 2v u w− + 

 

12) 2 4v u w− + 
 

13) / | |u u 

 

14) ( , )d u v 

 

15) 2v u w v +  

 

16) proj( , )u v 
 
 

,3) נתונות הנקודות 17-19בשאלות  1,2) , (4,2, 1) , (1, 3,0)C B A− − − , 
 וקטורים:ואת הויש למצוא  

17) AC AB+ 

 

18) 2 4AC AB− 

 

19) 2AC AB BC+ − 

 

: ABCDנתונים ארבעת קדקודי המרובע  (20

( ) ( ) ( ) ( )A 4,2,1  , B 0, 2, 1  , C 3, 5,0  , D 7, 5, 2− − − − − −. 

 הוכח כי המרובע הוא מקבילית. 
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: ABCDתונים ארבעת קדקודי המרובע נ (21

( ) ( ) ( ) ( )A 1, 2,0  , B 2,5,3  , C 1,8, 4  , D 4,3, 1− − −. 

 הוכח כי המרובע הוא טרפז. . א

 ?האם הטרפז שווה שוקיים .ב
 

 : v-ו uחשב את הזווית שבין הווקטורים  (22

) . א ) ( )2, 2,5  , 4,0,1u v= − = 

) .ב ) ( )6, 3,1  , 2,5,3u v= − = 

) . ג ) ( )2,1,3  , 4, 2, 6u v= − = − − 

 

 שקדקודיו הם: ABCמצא את שטחו של משולש  (23

( ) ( ) ( )A 3, 2,1  , B 0,3, 2  , C 5, 1,0− −. 

 

) נתונים הווקטורים (24 ) ( )2, 1,0  , 5,0,3u v= − =. 

 , 0היא  v- ומכפלתו ב 0היא  u-שמכפלתו ב  wמצא וקטור 

 .70אם ידוע שגודלו הוא
 

 ענה על שני הסעיפים הבאים:  (25

|הוכח כי   . א | | |u v u v u v⊥  + = −. 
 מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו במישור.הסבר 

2הוכח כי   . ב 2 2| | | | | |u v u v u v⊥  + = +. 
 מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו במישור.הסבר 

 
 הוכח: (26

2 . א 2 2| | | | 2 | |u v u u v v+ = +  + 

2 .ב 2 2| | | | 2 | |u v u u v v− = −  + 

2 . ג 2( )( ) | | | |u v u v u v− + = − 

2 .ד 2 2 2| | | | 2 | | 2 | |u v u v u v+ + − = + 

 תן פירוש גיאומטרי לתוצאה במישור.

) .ה )2 21
| | | |

4
u v u v u v+ − − =  
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( ) ( ) ( )P 4,0,7 , Q 2,1,3 , R 6,4,0 , S 2,4,0= = − = = − 

2) ( )D 6, 8,1= − 

3) ( )4,11,5u = 

4) ( )M 7,1,2= 

)א.  (5 )EF 5, 1,0= )ב.   − )N 1, 5,10= − − 

6) ( ) ( )0, 7,6 , 4,7,6u v= − = − 

,6א.  (7 2, 5z y x= = − = 

 ב. לא. א. הוכחה. (8

9) ( )D 6, 8,1= − 

)א.  (10 )6, )ב.   −2,8 )ג.  −2,1,3( )17,7, 24− 

)א.  (11 )2.5, 1, 3.5− )ב.   − )9.5,9.5, 18− 

12) ( )19,19, 36− 

13) 
3 1 4

, ,
20 20 20

− 
 
 

 

14) 158 

15)  14 

16) *u 

17) ( )5,7,1 

18) ( )8, 16,8− − 

19) ( )8,12,0 

 הוכחה. (20

 ב. כן.  א. הוכחה. (21

97.277א.  (22 =     .90ב =    .180ג =  

23) ABC 10.173S  יח"ש. =

24) ( )3, 6,5− − 

 הוכחה. (25

 הוכחה. (26

1
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 מכפלה וקטורית ומכפלה מעורבת 

 שאלות 

 נתון:  (1

1 0 0

0 , 1 , 1

1 1 0

u v w

     
     

= = =
     
     
     

.  

)חשב:  )u v w . 

 

)שטח המשולש שקדקודיו:  את חשב (2 ) )A 8, 2,3 ,  B 4, 1,( ) (2 ,  C 8,0, 4= − −. 

 

,נתונים שלושה וקטורים  (3 ,u v w  .במרחב 

,0ידוע כי:     0, | | 0u v u w u =  =  . 

0vהוכח כי:   w =. 
 

u,נתונים שני וקטורים  (4 v .במרחב 

|,ידוע כי:   | 1, | | 4u v u v⊥ = =. 

)חשב:  ) ( )u v u v+  −. 

 

נתון  (5

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 10

u v w

     
     

= = =     
     
     

. 

 :חשב

) . א )u v w   ב. ( )v w u   ג . ( )u v w   

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (6

A(1,1,1)חשב את נפח המקבילון שקדקודיו  . א ,B(2,2,2) ,C(3,0,2) ,D(4,1,1). 

A(1,1,1)חשב את נפח הפירמידה שקדקודיה  .ב ,B(2,2,2) ,C(3,0,2) ,D(4,1,1). 
 

A(2,2,5)חשב את נפח הפירמידה שקדקודיה  (7 ,B(1, 1, 4) ,C(3,3,10) ,D(8,6,3)− −. 
 

1
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 . a,b,cנתון מקבילון הבנוי על וקטורים  (8

a,aוקטורים והבנוי על ה  ,הוכח כי נפח המקבילון  -b,a + b - 4c , 
 מנפח המקבילון הנתון.  4שווה לפי 

,נתונים שלושה וקטורים  (9 ,u v w  .במרחב 

הוכח כי   ( ) ( ) ( ) 2 ( )u v v w u w w u v+  + + =  . 

 

,נתונים שלושה וקטורים  (10 ,u v w במרחב . 

)ידוע כי:   ) 4u v w  =. 
 חשב:

) . א )u w v  ב. ( )v w u  ג . ( )w u v  ד. ( )v u w  

 

 במרחב.  a,b,cנתונים שלושה וקטורים  (11

 ?a×b×cמהי הנוסחה עבור  
 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 

1

0

1

− 
 
 
 − 

 

2) 22.5S = 

 הוכחה.שאלת  (3

4) 8 

 −3ג.   −3ב.    −3א.  (5

 1ב.   6א.  (6

7) 
1

9
3

 

 הוכחה.שאלת  (8

 הוכחה.שאלת  (9

 4ד.   4ג.   4ב.   −4א.  (10

 אין לו נוסחה. (11

1
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 לגיאומטריה אנליטית במרחבשימושי מכפלה וקטורית 

 שאלות 

 :הוכח שהנקודות הבאות נמצאות על מישור אחד (1
A (1,2,1) , B(1,1,1) , C (2,1,2) , D(2,2,2)= =. 

 

)מצא את מרחק הנקודה  (2 )A 3, 2,1− 

: מהישר ( 10,8, 8) (2, 1,2)L t− − + −. 
  

 נתונים שני ישרים: (3

1 2,
2 4

: 3 : 7 5 , 3
2 3

x z
L y L x y z

− −
= − = + = − = 

 מצטלבים.הוכח שהישרים  . א

 מצא את המרחק בין הישרים. .ב
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

2) 26 

 5.7735ב.    הוכחה.שאלת א.  (3

1
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 פונקציות וקטוריות של משתנה ממשי

 שאלות 

 ענה על הסעיפים הבאים: (1

)מצא את תחום ההגדרה של  . א )r t 0וקטור וואת ה( )r t , 

)כאשר  )( ) cos , ln , 2r t t t t= − 0-ו − 4t =. 

2sinרשום את המשוואות הפרמטריות   .ב , cos , cosx t y t z t= = =, 
 כמשוואה וקטורית אחת )כפונקציה וקטורית(.

 ההצגה הפרמטרית המתאימה למשוואה )לפונקציה(רשום את  . ג

)וקטורית  וה )2 3( ) , ,r t t t t=. 

 

 ובהצגה וקטורית:  בהצגה פרמטרית רשום את העקומה הנתונה (2

2 . א 29 4 36x y+  .ב (xy)במישור     =
1 0

4 2 2 1 0

x y z

x y z

− + − + =


− − − =
 

 . ג
2

2

y z

x y

 =


=
 .ד 

2 2

2

z x y

z y

 = +


= +

 

 .ה
2 2

2

9x y

z x

 + =


=
 .ו 

2 24

2

z x y

z x

 = +


=
 

 

)נתונה פונקציה וקטורית  (3 )2 2( ) 21 ,21 1,10 tr t t t e= −. 

 חשב: ,ג- בסעיפים א 

 . א
1

lim ( )
t

r t
→

 

)' .ב )r t 

 . ג
1

0

( )r t dt 

1t-האם הפונקציה הנתונה רציפה ב .ד =? 

 האם הפונקציה הנתונה חלקה?  .ה
  

1
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)נתונה:   (4 )4( ) cos 4 ,sin 4 ,r t t t t=. 

חשב:  . א
| ' |

, ,
dr dr d r

dt dt dt
. 

 הוכח שהפונקציה מסעיף א' חלקה. .ב

 

)הווקטורית  הפונקציהנתונה  (5 )4( ) sin 4 , ,tr t t te t= . 

 הפונקציה.  גזור את . א

)המשיק לעקומה  ,הישרמצא את משוואת  .ב )4( ) sin 4 , ,tr t t te t= 0-בt =. 

משיק לעקומה ה ,ישרמצא את משוואת ה . ג
2

2

y z

x y

 =


=
 .A(1,1,1)בנקודה  ,

2וקטורית ולפונקציה ה משיק יחידהמצא   .ד 2( ) (sin , , )tr t t e t=, 0-בt =. 

 

)העקומה נתונה  (6 )2( ) , ,5r t t t=. 

שבה הישר המשיק מקביל למישור  על העקומה,  מצא נקודה . א
6 4 3 0x y z− + − =. 

)מצא משוואה של המישור, הניצב לעקומה  .ב )( ) 3sin , 2cos ,r t t t t= −, 

0.5t-ב =. 
 שהוא ניצב לעקומה בנקודה מסוימת, אם הוא ניצב למשיק בנקודה זו(  , )אומרים על מישור

 

)נתון  (7 )( ) 3sin ,3cos , 4r t t t t=. 

 .r( של B( והבינורמל )N(, נורמל היחידה )Tחשב את משיק היחידה )

 

)תהי  (8 )r t  .פונקציה וקטורית במרחב תלת ממדי 

|הוכח שאם  . א ( ) |r t  קבוע לכל t אז ,( ) '( ) 0r t r t =. 

)כלומר,  )r t ו-'( )r t .ניצבים זה לזה 

)הוכח שנורמל היחידה   .ב )N t,   ניצב למשיק היחידה( )T t. 

 

)נתונה פונקציה וקטורית  (9 )2 3( ) , ,r t t t t=. 

 מצא את משוואת המישור הניצב, מישור היישור ומישור הנישוק, 
2t- המתאימים ל =. 

  

1
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)נתון  (10 )( ) ( ), ( ), ( )r t x t y t z t=. 

)על סמך הגדרת הנגזרת של פונקציה וקטורית, הוכח כי   )'( ) '( ), '( ), '( )r t x t y t z t=. 

 

3חלקיק נע לאורך עקום מרחבי  (11 22 , 3 , 2sin5tx t t y e z t−= + = − =. 

0tבזמן עבור החלקיק,   חשב את:  ,=

 . המהירות . א

 . גודל המהירות .ב

 . התאוצה  . ג

 ה.התאוצ גודל  .ד

 .י המהירות והתאוצהקטור  ו וית בין והז .ה

 

2נתון רדיוס וקטור של נקודה כפונקציה של זמן:  (12

0

1
( )

2
r t v t gt k= −, 

כאשר 
0 01 02 03(0) ( , , )v v v v v=  המהירות ההתחלתית.  =

 מצא את המהירות והתאוצה והערכים שלהם.

 

2cosחלקיק נע על העקומה  (13 , 2sinx t y t= =. 

 . t חשב את מהירות החלקיק ואת גודל מהירותו ברגע . א

שרטט את מסלול החלקיק, והוסף לשרטוט את וקטור המיקום ואת   .ב
0.25tוקטור המהירות ברגע  =  כאשר עקבו של וקטור המהירות ,

 ממוקם בראש וקטור המיקום. 

 וקטור המהירות, ול הראה שבכל רגע וקטור המיקום ניצב . ג
 . וקטור התאוצהניצב לו וקטור המהירותו

 

)מהירות   (14 )v t  נתונה על ידישל חלקיק  ( ) (2, 1, 10 )v t t= − −. 

0tברגע  (0)החלקיק נמצא בנקודה  ,= (0,0,100)r =. 

)מצא את משואת התנועה של החלקיק   )r r t=. 

 

)  תאוצה (15 )a t נתונה על ידי ,של חלקיק  ( )( ) 18cos3 , 18sin 3 ,0a t t t= −. 

0tברגע  (0)החלקיק נמצא בנקודה  = (2,0,1)r  )נקרא גם רדיוס וקטור תחילתי( =

(0)ובמהירות  (0,2,4)v =. 

)ואת התנועה של החלקיק  ומצא את מש )r r t=. 
  

1
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 תשובות סופיות 

0.  1א (1 4t     2א  .( )(4) cos4 , ln 4, 2r = − 

)ב.   )2( ) sin , cos ,cosr t t t t=   .2ג 3, ,x t y t z t= = = 

א.  (2
( )

2cos , 3sin

( ) 2cos ,3sin

x t y t

r t t t

= =

=
ב.    

( )

2 0.5, 3 1.5,

( ) 2 0.5,3 1.5,

x t y t z t

r t t t t

= − = − =

= − −
 

ג. 
( )

2 4

2 4

, ,

( ) , ,

x t y t z t

r t t t t

= = =

=
ד.     

2 2

2 2

, 1, 1
4 4

( ) , 1, 1
4 4

t t
x t y z

t t
r t t

= = − = +

 
= − + 
 

 

ה. 
( )

2

2

3cos , 3sin , 9cos

( ) 3cos ,3sin ,9cos

x t y t z t

r t t t t

= = =

=
 

21,20,10)א.  (3 )e   .ב( )42 ,42 ,10 tt t e  .7,6,10)ג 10)e−  .ה. כן. ד. כן 

)א.  (4 )
5

3 6

6

| ' | 12
4sin 4 ,4cos 4 ,4 , 4 1 ,

1

dr dr d r t
t t t t

dt dt dt t
= − = + =

+
 

 הוכחה.שאלת ב. 

)א.  (5 )3'( ) 4cos4 , ,4t tr t t e te t= )ב.    + , , ) (0,0,0) (4,1,0)x y z s= + 

)ג.  , , ) (1,1,1) (1,2,4)x y z s= ד.    +
1

(1,2,0)
5

 

2ב.      (9,3,5)א.  (6 0.5y z + = 

7) ( ) ( )
1 1

( ) 3cos , 3sin ,4 , ( ) ( sin , cos ,0), ( ) 4cos , 4sin , 3
5 5

T t t t N t t t B t t t= − = − − = − − 

 שאלת הוכחה. (8

4המישור הניצב      (9 12 114x y z+ + 24מישור הנישוק , = 12 2 16x y z− + =, 

76מישור היישור   143 54 292x y z+ − =. 

 שאלת הוכחה. (10

)ג.  140ב.   (2,6,10)א.  (11 )0,  120.46ה.   12ד.    −12,0

12) ( ) ( )2 2 2

01 02 03 01 02 03( ) , , , ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) 0,0, , | ( ) |v t v v v gt v t v v v gt a t g a t g= − = + + − = − = 

א.  (13
( ) ( 2sin , 2cos )

| ( ) | 2

v t t t

v t

= −

=
 ג. שאלת הוכחה.   ב.    

 

14) 
2( ) (2 , , 5 100)r t t t t= − − + 

15) ( ) ( 2cos3 4,2sin 3 4 ,4 1)r t t t t t= − + − + 

1
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 גרדיאנט, דיברגנץ ורוטור

 שאלות 

)יהיו  (1 , , ), ( , , )x y z x y zF G הוכח: ים.ישדות וקטורים כלל 

) . א ) ( ) ( )div div div+ = +F G F G 

) .ב ) ( ) ( ) + =  +F G F G 

 
)יהי  (2 , , )x y zF ותהי  ,שדה וקטורי( , , )x y z =  .פונקציה 

)הוכח כי:   ) ( )div div  =   +F F F. 

 
)יהי  (3 , , )x y zF  שדה וקטורי ותהי( , , )x y z =  .פונקציה 

)הוכח כי   . א )div rot 0=F או בניסוח אחר    .( ). 0   =F 

)הוכח כי   .ב ).rot grad 0 )או בניסוח אחר  = ). 0  = 

 
)יהיו  (4 , , ), ( , , )x y z x y zF G שדות וקטורים כללים 

)הוכח כי:    ) ( ) ( )+ = +curl F G curl F curl G. 

 
)יהי  (5 , , )x y zF.שדה וקטורי 

)הוכח כי   ) ( )2  = − + F F F. 

 

 סיכום הנוסחאות של גרדיאנט דיברגנץ ורוטור.בעמוד הבא * 

 

 

 www.GooL.co.ilאתר  בסרטוני וידאו היכנסו ללתשובות מלאות 
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 הגדרה )גרדיאנט של פונקציה( 

 
)נתונה פונקציה סקלרית  , , )x y z =. 

grad מוגדר על ידי gradהמסומן  הגרדיאנט של  , ,
x y z

  
 

   
=  =  

   
 . 

 
 )דיברגנץ וקרל של שדה וקטורי(הגדרה 

 
)  יהי , , ) ( , , ) ( , , )f x y z g x y z h x y z= + +F i j k  . 

 , כך:divFהמסומן  Fהדיברגנץ של  מגדירים את  

       ( )

div

div , , , ,

div x y z

f g h
x y z

f g h

= 

   
=  

   

= + +

F F

F

F

. 

 
   :, על ידיcurlFהמסומן  Fשל   curl -המגדירים את  

   

( )

( ) ( ) ( )

, , , ,

y z z x x y

f g h
x y z

x y z

f g h

y z x yx z

f hg h f g

h g f h g f

= 

   
=  

   

  
=
  

    

   = − + 

= − + − + −

curlF F

curlF

i j k

curlF

curlF i j k

curlF i j k  
 

 
 .curlFבמקום  rotFהערה: יש הרושמים 

1
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 2 - וקטורים אלגברים - גיאומטריה אנליטית במרחב

תוכן העניינים

1. הצגה פרמטרית של ישר י 15

2. מצב הדדי בין ישרים י 18

3. הצגה פרמטרית של מישור י 20

4. משוואת מישור י 21

5. מעברים בין הצגה פרמטרית של מישור ומשוואת מישור י 22

6. מישורים המקבילים לצירים י 23

7. מצב הדדי בין ישר ומישור י 24

8. מצב הדדי בין מישורים י 25

9. ישר חיתוך בין מישורים י 26

10. חישובי זוויות שונות  י (ללא ספר)

11. זווית בין שני ישרים י 27

12. זווית בין ישר ומישור י 28

13. זווית בין שני מישורים י 29

14. חישובי מרחקים  י (ללא ספר)

15. מרחק בין שתי נקודות במרחב י 30

16. מרחק בין נקודה לישר י 31

17. מרחק בין נקודה למישור י 32

18. מרחק בין ישרים מקבילים י 33

19. מרחק בין ישר למישור י 34

20. מרחק בין מישורים מקבילים י 35

21. מרחק בין ישרים מצטלבים י 36

22. סיכום מרחקים  י (ללא ספר)

23. היטלים ונקודות סימטריה י 37

24. שאלות מסכמות י 38
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 נוסחאות. הבסוף חוברת העבודה תוכלו למצוא סיכום מלא ומפורט של 

 הצגה פרמטרית של ישר

 שאלות 

)האם הנקודה  )1 )A )  נמצאת על הישר 7,0,3 ) ( ) : 4,3,0 1, 1,1x t= + −? 

 
) האם הנקודה )2 )B 4, 2, 10− )  נמצאת על הישר − ) : 2, 1,5x t= −? 

 
 ,מצא את הצגתו הפרמטרית של ישר במישור )3

)שעובר בנקודות  )A 5, 2− )-ו − )B 1,6. 

 
 ,מצא את הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב )4

)שעובר בנקודות )C 3,0, )-ו −2 )D 4,1,1. 

 
)  הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודהמצא את  )5 )G 2, 7,1−, 

)  ומקביל לישר ) ( ) : 0,3, 1 4, 2,1x t= − + −. 

 
)מצא במרחב הצגה פרמטרית של ישר העובר דרך הנקודה   )6 )1,2,3, 

)ומאונך לישר   ) ( ) : 1, 2,0 1, 2, 4x s= + −. 

 
 ענה על הסעיפים הבאים: )7

)נתונה הצגה פרמטרית של ישר:  . א ) ( ) : 1, 2,3 4,5,6x t= +. 
 .z-ו x ,yכתוב את ההצגה בעזרת הקואורדינאטות 

1נתונה הצגה של ישר בעזרת קואורדינאטות:   .ב 2  , 10 , 4x t y z t= + = = −. 
 רמטרית שלו.  כתוב את ההצגה הפ

 
 במרחב.  y- מצא את הצגתו הפרמטרית של ציר ה )8

 
)  מצא את הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודה )9 )M 3, 1,4−   

 .z-ומקביל לציר ה
 

)  מצא את נקודת החיתוך של הישר )10 ) ( ) : 1, 2,6 2,1,2x t= − + − עם המישור[ ]xy. 
  

1
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,1)ישר עובר בנקודה  )11 1, ,4,10)וכיוונו  −(4 2). 
 מי מבין הבאים מתאר את משוואת הישר:

,1) . א 1, 4) (4,10,2)x t= − +  
,3) .ב 4,5) (4,10,2)x t= + 
,1) . ג 1, 4) (2,5,1)x t= − + 
(5,9,6) .ד (8,20,4)x t= + 
 .כל התשובות נכונות .ה

 
,1)ישר עובר דרך הנקודות  )12 1, 2)A  .B(4,0,1)  -ו −

 תאר את הישר בארבע דרכים שונות: 
 משוואה וקטורית אחת. . א
 משוואות (נק' כללית).  3הצגה פרמטרית של  .ב
 אלגברית.הצגה  . ג
 כקו חיתוך של שני מישורים. .ד

 
 : הצג כל אחד מהישרים הבאים בעזרת משוואה וקטורית אחת )13

 . א
1 4

: 2
2 10

x t
y t
z t

= −
 =
 = +

 

 .ב
1

: 4
10

x t
y
z t

= +
 =
 =

 

:1 . ג 1 4
2

x y z−
= + = − 

: .ד 1 10, 4x y z− = + = 

1 .ה
:

2 3 3
x y z

x y z
− + =

 − + =
 

 
  

1
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 תשובות סופיות 

 כן. )1

 לא.   )2

3( ( ) ( ) : 5, 2 6,8x t= − − + 

4( ( ) ( ) : 4,1,1 1,1,3x t= + 

5( ( ) ( ) : 2, 7,1 4,2,1x s= − + − 

6( ( ) ( ) : 1, 2,3 2,1,0x t= + 

1א.  )7 4  , 2 5  , 3 6x t y t z t= + = + = )ב.   + ) ( ) : 1,10,4 2,0, 1x t= + − 

8( ( ) : 0,1,0x t= 

9( ( ) ( ) : 3, 1, 4 0,0,1x t= − + 

10( ( )7, 5,0− 

 ה )11

:א.  )12 (1, 1, 2) (3,1, 1)x t= − + ⋅ −    .ב
1 3

: 1
2

x t
y t
z t

= +
 = − +
 = −

 

:1ג.  1 2
3

x y z−
= + = −    .ד

3 4
:

1
x y
y z
− =

 + =
 

)א.  )13 ) ( )1,0,2 4,2,10x t= + ,1)ב.    − 4,0) (1,0,10)x t= + 
,1)ג.  1,4) (2,1,1)x t= − )ד.    + , , ) (1, 10,4) (1,1,0)x y z t= − + 

)ה.  , , ) (2,1,0) ( 2, 1,1)x y z t= + − − 

1

פרק 2וקטורים אלגברים - גיאומטריה אנ...

17

17



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 
  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  

 

 מצב הדדי בין ישרים 

 שאלות 

 מצא את המצב ההדדי בין הישרים הבאים.  )1
 מצא גם את נקודת החיתוך ביניהם. ,אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )1 2 : 2, 3,0 5, 1,2  ,  : 12, 5,4 10,2, 4x t x s= − + − = − + − − . 

 
 מצא את המצב ההדדי בין הישרים הבאים.  )2

 מצא גם את נקודת החיתוך ביניהם. ,אם הם נחתכים
( ) ( ) ( ) ( )3 4 : 0,1, 7 2,1,1  ,  : 2,0, 6 6, 3, 3x t x s= − + − = − + − − . 

 
 מצא את המצב ההדדי בין הישרים הבאים.  )3

 מצא גם את נקודת החיתוך ביניהם. ,אם הם נחתכים
( ) ( ) ( ) ( )5 6 : 3,5,1 4,0, 1  ,  : 1,7, 4 1,1,2x t x s= − + − = − + − . 

 
 מצא את המצב ההדדי בין הישרים הבאים.  )4

 מצא גם את נקודת החיתוך ביניהם. ,אם הם נחתכים
( ) ( ) ( ) ( )7 8 : 3,0,0 2, 2,5  ,  : 0,1, 5 3,1, 2x t x s= + − = − + − . 

 
 מצא את המצב ההדדי בין הישרים הבאים.  )5

 מצא גם את נקודת החיתוך ביניהם. ,אם הם נחתכים
( ) ( ) ( )9 10 : 4,1, 1 3,0, 1  ,  : 6,0, 2x t x s= − − + − = −  . 

 
 מצא את המצב ההדדי בין הישרים הבאים.  )6

 מצא גם את נקודת החיתוך ביניהם. ,אם הם נחתכים
( ) ( ) ( ) ( )11 12 : 2,8, 1 1,0,0  ,  : 5,8, 2 2,0, 1x t x s= − + = − + − . 

 
 שבעבורו הישרים הבאים:  k מצא את ערכו של הפרמטר )7

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 : 1,1 ,6 1, 2,2  ,  : 1,7, 1 , 2, 6x k k t x k k s k k= + − + − = − − + − + −  

 . מקבילים . א
 . מתלכדים .ב

 
) נתונות הנקודות: )8 ) ( ) ( ) ( )A 3, 1,5  , B , 1,3  , C 6,3, 1  , D 2,3,k k− − − − −. 

 מצטלבים.  CD-ו ABהישרים   kהראה כי לכל ערך של  
  

1
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 תשובות סופיות 

 מתלכדים.    )1

 מקבילים.     )2

)נחתכים, )3 )1,5,0 . 

 מצטלבים.    )4

 מקבילים.    )5

)נחתכים,  )6 )1,8, 1−    . 

2kא.  )7 2kב.    = = − 

 הוכחה.שאלת  )8

1
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 הצגה פרמטרית של מישור

 שאלות 

 הבא: מצא את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודות )1
( ) ( ) ( )A 1, 4,0  , B 3,6,2  , C 0, 3,1− −. 

 
) מצא את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודה )2 )Q 6,7, 1− , 

)  ומכיל את הישר ) ( ) : 2, 2,5 1,0, 4x t= − − + − . 

 
) ישרים:נתונים שני  )3 ) ( ) ( ) ( )1 2 : 0,1, 1 1,9, 3  ,  : 2,16,11 0,1, 6x t x s= − + − = + − . 

 הראה שהישרים נחתכים ומצא הצגה פרמטרית של המישור המכיל אותם. 
 

) מצא את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודה )4 )D 5, 2, 1−  ומכיל  −
 .x- את ציר ה

 
]מצא את הצגתו הפרמטרית של המישור   )5 ]xz. 

 
נתונה תיבה שמידותיה נתונות במערכת  )6

מצא את הצגתו   הצירים שלפניך.
 . המקווקוהפרמטרית של המישור 

 
 
 

 תשובות סופיות 

1( ( ) ( ) ( ) : 1, 4,0 2,10,2 1,1,1x t sπ = − + + − 
2( ( ) ( ) ( ) : 2, 2,5 1,0, 4 8,9, 6x t sπ = − − + − + − 
3( ( ) ( ) ( ) : 0,1, 1 1,9, 3 0,1, 6x t sπ = − + − + − 
4( ( ) ( ) : 1,0,0 5, 2, 1x t sπ = + − − 
5( ( ) ( ) : 1,0,0 0,0,1x t sπ = + 
6( ( ) ( ) ( ) : 7,0,0 0,0,9 7,12,0x t sπ = + + − 
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 משוואת מישור

 שאלות 

2 :  קבע האם הנקודות הבאות נמצאות על המישור )1 3 6 0x y zπ − + − =: 
) . א )D ) .ב 5,7,1 )E 2, 1,1− 

 
) שבעבורו הנקודה kמצא את ערכו של   )2 )A 1, , 1k  נמצאת על  −

) :המישור ) : 2 1 7 0kx y k zπ − + + + =. 

 
3 :   נתונה משוואת מישור: )3 2 9 0x y zπ + − − =. 

 מצא את נקודות החיתוך של המישור עם שלושת הצירים.
 

4 :   נתונה משוואת מישור: )4 2 8 0x y zπ + − + = . 
]מצא הצגה פרמטרית של הישר שהמישור חותך מהמישור  ]yz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   תשובות סופיות

 א. על המישור.   ב. לא על המישור. )1
2( 3k = 

3( ( ) ( )13,0,0  , 0, 4 ,0  , 0,0, 9
2

  − 
 

 

4( ( ) ( ) : 0, 8,0 0,2,1x t= − + 

1
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 מעבר בין הצגה פרמטרית של מישור ומשוואת מישור

 שאלות 

2 :   נתונה משוואת מישור: )1 3 12 0x zπ + + − =. 
 כתוב הצגה פרמטרית של המישור.

 
) נתונה הצגה פרמטרית של מישור: )2 ) ( ) ( ) : 2, 5,0 1,0,2 0, 1,3x t sπ = − + + −. 

 מצא את משוואת המישור.
 

) מישור:נתונה הצגה פרמטרית של  )3 ) ( ) : 2, 2,1 3,1,0x t sπ = − +. 
 מצא את משוואת המישור.

 
) עובר בנקודות: πהמישור  )4 ) ( ) ( )A 1,0, 3  , B 2,0,0  , C 4, 1,0− −. 

 מצא את משוואת המישור.
 

 יפים הבאים:על הסע ענה  )5
)לפניך הנקודות הבאות:  . א ) ( ) ( )2, ,5  , 0,1, 2  , 1,1,0− −. 

נמצאות על ישר אחד ומצא הצגה הראה ששלוש הנקודות אינן  .1
 פרמטרית של המישור הנקבע על ידן.

 מצא את משוואת המישור העובר דרך שלוש הנקודות הנ"ל. .2
 מצא שתי נקודות נוספות הנמצאות על המישור שמצאת בסעיף א'. .ב
)האם הנקודה  . ג  נמצאת על המישור שמצאת בסעיף א'?  4,2,1(

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( ( ) ( ) ( ) : 0,0, 4 0,1,0 6,0, 4x t sπ = + + − 
2(  : 2 3 19 0x y zπ − + + + = 
3(  : 3 8 0x y zπ − + = 
4(  : 3 6 6 0x y zπ + − − = 
). 1א.  )5 ) ( ) ( ) : 1,1,0 1,0, 2 1, 1,5x t sπ = + − − + −   2  .2 3 1 0x y z− + + − =    

)ב. למשל:   ) ( )0.5,0,0  ג. לא.   −0,0,1 , 

1
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 מישורים המקבילים לצירים

 שאלות 

)  נתונה משוואת מישור: )1 ) ( )2 2 : 2 2 3 3 1 0k x k k y z kπ + + − − − + − =. 

 (ולא מכיל אותו)?  y-המישור מקביל לציר ה kלאיזה ערך של 

 
0x , 0 , 0פאותיו של טטראדר נמצאות על המישורים  )2 y z= = =  

3-ו 2 6 0x y z+ + −  מצא את נפח הטטראדר. .=
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( 3k  יח"נ. 6 )2 =
 

1
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 הדדי בין ישר ומישורמצב 

 הבאים:   מישורהישר והנתונים  )1
( ) ( ) : 2 3 6 0 ,  : 5,0,1 4,1, 2x y z x tπ − − + = = + −. 

 קבע את המצב ההדדי שביניהם.
 מצא גם את נקודת החיתוך.  ,ת המישוראם הישר חותך א

 
 הבאים:  מישורהישר והנתונים  )2

( ) ( ) : 3 2 11 0 ,  : 2, 1,6 1,1,2x y z x tπ − + − = = − + −. 
 קבע את המצב ההדדי שביניהם. 

 מצא גם את נקודת החיתוך.  ,ת המישוראם הישר חותך א
 

 הבאים:   מישורהישר והנתונים  )3
( ) ( ) : 2 6 11 0 ,  : 6,1,0 3,0, 1x y z x tπ + + + = = − + −. 

 קבע את המצב ההדדי שביניהם.
 מצא גם את נקודת החיתוך.  ,ת המישוראם הישר חותך א

 
 :הבאים  מישורהישר והנתונים  )4

( ) ( ) : 2 4 0 ,  : 1, ,3 4,1 ,0x y z x a t bπ − + − = = + −. 

 בעבורם הישר מוכל במישור. b-ו aמצא את ערכי  
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

)הישר חותך,  )1 )1, 1,3−. 
 . מקבילים )2
 הישר מוכל. )3
4( 1 , 7a b= = − 

1
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 מצב הדדי בין מישורים 

 שאלות 

 ביניהם:שני מישורים. קבע את המצב ההדדי נתונים  )1
1 . א 2 : 2 4 5 0 ,  : 4 2 8 10 0x y z x y zπ π− + − = − + − = 
3 .ב 4 : 3 1 0 ,  : 3 9 3 8 0x y z x y zπ π+ − + = + − − = 
5 . ג 6 : 5 2 2 3 0 ,  : 2 3 5 0x y z x y zπ π− − + = + + − = 

 
 נתונים שני המישורים הבאים: )2

( )2 2
1 2 : 2 2 1 0 ,  : 4 12 4 2 0x k k y z x y z kπ π+ + − + = + − + − =. 

 עבורם המישורים:  kמצא את ערכי  
 ג. מתלכדים  ב. מקבילים    נחתכים  . א

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 ג. נחתכים.      ב. מקבילים.     א. מתלכדים.    )1

,2א.  )2 3k ≠ 3kב.        − = 2kג.       − = 

1
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 חיתוך בין מישוריםישר 

 שאלות 

1 נתונים שני מישורים נחתכים: )1 2 : 4 2 2 0 ,  : 2 10 0x y z x y zπ π+ − + = − + + =. 
 מצא הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים. 

 
3 נתונים שני מישורים נחתכים: )2 4 : 8 2 3 2 0 ,  : 2 3 4 0x y z x y zπ π+ − + = − + + =. 

 המישורים.מצא הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין 
 

5 נתונים שני מישורים נחתכים: )3 6 : 3 3 2 0 ,  : 5 2 20 0x y z x zπ π− + + = − + =. 
 .מצא הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים

 
7 נחתכים:תונים שני מישורים נ )4 8 : 2 6 0 ,  : 2 0x y z zπ π− − + = − =. 

 מצא הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים.
 

6 : מצא הצגה פרמטרית של ישר החיתוך של המישור   )5 5 18 0x y zπ − + + =  
]עם המישור  ]xz. 

 
1 נתונים שני מישורים: )6 2 : 3 2 1 0 ,  : 4 6 0x y z x y zπ π− + − = + − − =. 

 מצא הצגה פרמטרית של ישר המקביל לשני המישורים ועובר בראשית.                 
 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( ( ) ( ) : 2,6,0 2,16,12x t= − + 
2( ( ) ( ) : 0, 2, 2 1,2,4x t= + 

3( ( ) 1 : 0, 4,10 4,7 ,10
3

x t  = +  
 

 

4( ( ) ( ) : 0, 2, 2 4,2,0x t= + 
5( ( ) ( ) : 3,0,0 3,0, 18x t= − + − 
6( ( ) : 1,9,13x t= 

1
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 זווית בין שני ישרים 

 שאלות 

 הישרים הבאים:זוגות מצא את הזווית שבין  )1
) . א ) ( ) ( )1 2 : 4,0,0 6,8,1  ,  : 4, 2, 4x t x s= + = − −  
) .ב ) ( ) ( ) ( )1 2 : 10,17, 18 3,0, 6  ,  : 6,5, 4 0,4,0x t x s= − + − = +  

 
)שבין ישר העובר דרך הנקודות  ,מצא את הזווית )2 ) ( )A 3,4,6  , B 6,0, 2−, 

)וישר העובר דרך הנקודות:   ) ( )C 6,5,1  , D 1,4,2−, 
 וקבע מה המצב ההדדי ביניהם.

 
)נתונות הנקודות  )3 ) ( ) ( )A 1, 3,0  , B 4,2, 1  , C 3, 1, 2− − −. 

 העובר דרך הנקודות:  ,מצא הצגה פרמטרית של ישר במרחב . א
1. A ו-B . 
2. B ו-C . 
3. A ו-C . 

)מי מבין הנקודות  .ב )D 4,2, )-ו −1 )E 7,7,  ,ABנמצאת על הישר  ,−3
 שמצאת בסעיף הקודם?

 .BCוהישר  ABחשב את הזווית שבין הישר  . ג
 

3נתון מישור שמשוואתו:  )4 4 6 0x y− + ). הנקודות = ) ( )A ,6,1  , B 2, , 1x y− − 
]נמצאת על מישור   Cנמצאות על המישור והנקודה  ]yz  :ומקיימתC 11z =. 

 אם ידוע כי קוסינוס הזווית שבין הישרים  ,Cמצא את שיעורי הנקודה 

 AB ו-AC   :13הוא
76

. 

 
 

 תשובות סופיות 

 90°ב.    78.521°א.  )1
 מצטלבים. . הישרים 63.37° )2
). 1א.  )3 ) ( ) : 1, 3,0 3,5, 1x t= − + −   .2א .( ) ( ) : 4, 2, 1 1, 3,3x t= − + − − 

). 3א.  ) ( ) : 1, 3,0 2,2,2x t= − +   ב. הנקודהD .   .35.477°ג. 
4( ( )C 0, )או  2,11 )C 0,28.45,11 

1
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 זווית בין ישר ומישור

 שאלות 

 מצא את הזווית שבין הישר והמישור הבאים: )1
( ) ( ) : 2,0,5 2,1,2  ,  : 3 2 2 9 0x t x y zπ= − + − − + + =. 

 
)ות הנקודות נתונ )2 ) ( ) ( ) ( )A 1, 1,2  , B 0,2, 1  , C 1,2,5  , D 7,3, 1− − − −. 

 . ABCובין המישור  D- ו Aמצא את הזווית בין הישר העובר בנקודות 
 

 שלה  ABC, שמשוואת הבסיס SABCה פירמידה משולשת נתונ )3
2היא:   2 6 0x y z+ − − ). קדקוד הפירמידה הוא = )S 3,1, 2−. 

 לבסיס הפירמידה,  SBמצא את הזווית בין המקצוע הצדדי 
1Bמקיימים:   Bאם נתון כי שיעורי הקדקוד  Bx z= = −. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( 18.87° 2( 44.83° 3( 14.9° 
 

1
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 ווית בין שני מישורים ז

 שאלות 

1 מצא את הזווית שבין המישורים )1  : 4 3 12 0x y zπ + + − = 

2-ו  : 4 7 5 3 0x y zπ − + + = . 

 
הם:  השקודקודי, ABCDה פירמידה משולשת נתונ )2

( ) ( ) ( ) ( )A 0,2, 5  , B 3, 1,1  , C 7, 1, 5  , D 3,2,0− − − −. 

 . ABCלבסיס הפירמידה  ABDמצא את הזווית בין הפאה הצדדית 
 

3מצא את הזווית בין מישור שמשוואתו   )3 5 4 0x y z+ − + ]למישור   = ]xz. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1( 90° 2( 87.539° 3( 32.312° 
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 במרחב מרחק בין שתי נקודות

 שאלה 

) נתונות הנקודות: )1 )A 2, 4, 5− ,( )B 0, )-ו −2,6 )C , 1,13k k− −    . 

ABשוקיים:  -יהיה שווה ABCהמשולש  עבורם k ערכימצא  AC=  . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

1( 8k 12kאו  = =. 

1
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 מרחק בין נקודה לישר

 שאלות 

) מצא את המרחק שבין הנקודה )1 )A 13, 1, 19− )  לישר − ) : 2,0, 7x t= −. 

 
)נתונות הנקודות  )2 ) ( ) ( )A 1,6, 1  , B 2, 1,0  , C 6, 4,0− − −  . 

 . ABC חשב את שטח המשולש
 

) על הישר )3 ) ( ) : 5, 2,0 0,1, 1x t= − + −   מונחת הצלעAB  של ריבועABCD . 

)אחד מקודקודי הריבוע הוא  )D  Bדקוד מצא את שיעורי הק .5,4,2
 (שתי אפשרויות). 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( 54 
 יח"ש. 12.75 )2
3( ( )B 5,4, ) או −6 )B 5, 4,2−. 
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 מרחק בין נקודה למישור

 שאלות 

4  מצא את מרחקו של המישור )1 2 4 15 0x y z− − +  מראשית הצירים. =
 

) מצא משוואת מישור המאונך לישר  )2 ) ( ) : 1, 8,3 3, 2,1x t= − + −    

)מהנקודה  14ונמצא במרחק  )A 4,5, 9−. 

 
) נתונים ישר ומישור: )3 ) ( ) : 7,19, 3 3,14, 4  ,  : 2 4 4 15 0x t x y zπ= − + − + − + =. 

 .6.5מצא את הנקודות שעל הישר שמרחקן מהמישור הוא 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( 12
2

 

2(  : 3 2 21 0x y zπ − + + 3 :  או = 2 7 0x y zπ − + − =. 
3( ( )או  4,5,1( )1, 9,5−. 
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 מרחק בין ישרים מקבילים

 שאלות 

)ות הנקודות נתונ )1 ) ( ) ( ) ( )A 15,0, 4  , B 12, 5,2  , C 6,1,4  , D 12,11, 8− − −. 
   B-ו Aמצא את המצב ההדדי בין הישר העובר בנקודות  . א

 . D-ו Cובין הישר העובר בנקודות 
 מצא את המרחק בין הישרים מסעיף א'. .ב

 
 צלעות של מרובע מונחות על הישרים:  4 )2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

3 4

: 2,0, 1  + 1, 2,1 , : 8, 1,19  + 4,1,6  

: 2,7, 11  + 2,4, 2 , : 2,1,5  + 4, 1, 6  

l x t l x s

l x r l x q

= − − = − − −

= − − − − = − − −
    

 .הוכח כי המרובע הוא מלבן . א
 . את שטח המלבןמצא   .ב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 יח"א.  76ב.   א. מקבילים.     )1
 יח"ש.  824א. הוכחה.  ב.   )2

1
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 מרחק בין ישר למישור

 שאלות 

4ה משוואת מישור:  נתונ )1 6 0x z− + =. 
 ובין המישור הנתון.  y- מצא את המצב ההדדי בין ציר ה . א
 ובין המישור הנתון. y-מצא את המרחק בין ציר ה .ב

 
)ומישור: נתונים ישר  )2 ) ( ): 1, 1,5  + 4, 2, 3   , : 3 12 4 10 0l x k t x y z kπ= − − − + − + − =. 

 הוכח שהישר מקביל למישור או מוכל בו.   . א
 .1שעבורו המרחק בין הישר למישור הוא  kמצא את ערכו של הפרמטר  .ב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

6ב.   .א. הישר מקביל למישור )1
17

 

2,4kב.   א. הוכחה.   )2 = 

1
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 מרחק בין מישורים מקבילים

 שאלות 

3 :   נתונה משוואת מישור: )1 4 5 10 0x y zπ − + − =. 

 ממנו.  8מצא משוואת מישור המקביל למישור הנתון והנמצא במרחק 
 

1  נתונים שני מישורים מקבילים: )2 2 : 2 2 6 0 ,  : 2 2 12 0x y z x y zπ π− − + = − − − =. 
 ,המישור המקביל לשני המישורים הנתוניםמצא את משוואת 

 והנמצא במרחק שווה משניהם. 
 

 נים שישה מישורים: נתו )3
1 2 3

4 5 6

: 2 2 11 0, : 2 2 5 0, : 2 2 3 0
: 2 2 7 0, : 2 2 1 0, : 0 

x y z x y z x y z
x y z x y z kx qy z p

π π π
π π π

+ − − = + + + = − + + =
+ − + = + + − = + + + =

 

, שעבורם ששת המישורים יוצרים תיבה ,p-ו k  ,qמצא את ערכי הפרמטרים 
 יחידות נפח. 60שנפחה 

 
)שמרכזו בנקודה   ,כדור )4 )O 3,8,  שבסיסה התחתון מונח  ,חסום בקובייה ,−1

12שמשוואתו  ,על מישור 4 3 6 0x y z+ − − =. 
 מצא את משוואת המישור עליו מונח הבסיס העליון של הקובייה. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1( 1 2 : 3 4 5 10 0 ,  : 3 4 5 30 0x y z x y zπ π− + + = − + − = 
2( 3  : 2 2 3 0x y zπ − − − = 
3( 2 , 2 , 18, 12k q p= = − = − 
4( 12 4 3 136 0x y z+ − − = 

1
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 מרחק בין ישרים מצטלבים

 שאלות 

)נתונים שני הישרים הבאים:   )1 ) ( )1  : 3, 2,6 4,1,2x t= − + − 

)-ו ) ( )2  : 0, 2, 7 1,0, 1x s= − + − . 
 הראה שהישרים מצטלבים ומצא את המרחק שביניהם.

 
)נתונים שני הישרים המצטלבים הבאים: )2 ) ( )1  : 1,0,5 1,1, 2x t= − + −  

)-ו ) ( )4  : 2, 1,9 6, 1,0x s= − + − . 
 מצא את המרחק שביניהם.

 
) מצא את מרחק הישר )3 ) ( ) : 4, 2, 1 1,1,6x t= − − + −,  מציר ה -z. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1( 10
6

 יח"א.  

 יח"א.  1.567 )2
 יח"א.  2 )3

1
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 היטלים ונקודות סימטריה

 שאלות 

,A(1נתונה נקודה  )1 1ונתון הישר   −(1,3 2 1:
2 1 1

x y z+ − +
= =

− −
. 

 על הישר. A  מצא את היטל הנקודה . א
 ביחס לישר. A- מצא את הנקודה הסימטרית ל .ב

 

7ונתון מישור   A(0,0,1)נתונה נקודה  )2 7 8x y z+ − =. 
 על המישור. Aמצא את היטל הנקודה   . א
 ביחס למישור. ,A-, הסימטרית ל Cמצא את הנקודה  .ב

 

 ענה על הסעיפים הבאים: )3
 ביחס למישורי הצירים. A(1,3,2)מצא את הנקודות הסימטריות לנקודה   . א
)Aמצא את הנקודות הסימטריות לנקודה   .ב , , )x y z .ביחס למישורי הצירים 

 
,A(0,2,4)נקודות במרחב:  4נתונות  )4 B( 2,6,2), C(2, 4,8), D(10,2,0)− −. 

 . ABCעל המישור  ADמצא את היטל הישר 
 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

,0,1.5)א.  )1 1.5)B )ב.   − 1, 4, 6)C − − 

7א.  )2 7 10, ,
11 11 11

B  
 
 

14ב.    14 9, ,
11 11 11

C  
 
 

 

,1,3)א.  )3 2), (1, 3,2), ( 1,3, 2)xy xz yzB C D− − − 
)  ב. , , ), ( , , ), ( , , )xy xz yzB x y z C x y z D x y z− − − 

4( (0, 2, 4) (0,1,1)x t= + 

1
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 מסכמות שאלות  

)נתונות הנקודות  )1 ) ( ) ( )A 1,1,3  , B 1,2,0  , C 1,1,1. 
 . Cעם  Bמצא הצגה פרמטרית של הישר המחבר את  . א

 לא נמצאת על הישר הזה.   Aהראה כי הנקודה 
 .Cעם  Bלבין הישר המחבר את  Aחשב את המרחק בין הנקודה  .ב
 והמאונך לישר  Aהעובר דרך הנקודה  ,מצא את משוואת המישור . ג

 . Cעם  Bהמחבר את  
 

מצא את מצבם ההדדי של זוגות הישרים הבאים וקבע אם הם נחתכים,  )2
 מקבילים, מתלכדים או מצטלבים. 

 מצא גם את נקודות החיתוך ואת הזווית  ,במקרה בו הישרים נחתכים
 בין הישרים.

 מצא גם את המרחק ביניהם. ,במקרה בו הישרים מקבילים או מצטלבים
) . א ) ( ) ( ) ( )1,0,1 1, 2,0  ,  1,1,0 2, 4,0x t x s= + = + 
) .ב ) ( ) ( ) ( )2,2,4 6,6,1  ,  2,3,1 12, 3,1x u x s= − + = + − 
) . ג ) ( ) ( ) ( )1,1,2 1,2, 1  ,  2,3,1 2,4, 2x t x s= + − = + − 
) .ד ) ( ) ( ) ( )1, 1,0 0, 2, 4  ,  2,0,3 1, 3,1x t x s= − + − = + − − 

 
מצא את המצב ההדדי של המישור והישר וקבע אם הישר חותך את המישור,   )3

 מקביל למישור או מוכל במישור. 
 במקרה שהישר חותך את המישור, מצא גם את נקודת החיתוך

 הזווית בין הישר למישור. וגם את
 במקרה בו הישר מקביל למישור מצא את מרחק הישר מהמישור.

) . א ) ( )2 3 4 5 0 ,  1,0, 2 1,2,2x y z x t− + − = = + −. 
) .ב ) ( )2 5 3 6 0 ,  3,0, 4 4, 2, 6x y z x t− + − = = − + − −. 
) . ג ) ( )2 14 10 6 ,  2,1, 2 2, 2,0x y z x t− + = − = − + −. 

 
מצא את המצב ההדדי של המישורים וקבע אם הם מקבילים, מתלכדים או  )4

 ם. יהנחתכים. במקרה בו המישורים מקבילים מצא את המרחק בינ
 במקרה בו הם נחתכים מצא את הזווית ביניהם ואת ישר החיתוך ביניהם. 

2 . א 2 10 0  ,  2 2 4 0x y z x y z− + − = + + − =. 
2 .ב 5 3 6 0  ,  4 10 6 8 0x y z x y z− + − = − + − =. 
2 . ג 14 10 6  ,  7 5 3x y z x y z− + = − − + = −. 

  

1
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 . 8שנפחה הוא  ,'ABCDA'B'C'Dנתונה קובייה  )5
1  היא: ABCDמשוואת המישור שעליו מונח הבסיס   : 4 3 28 0x y zπ + + − =. 

2  היא:  'ABB'Aמשוואת המישור שעליו מונחת הפאה    : 2 2 6 0x y zπ + − + =. 
 אפשרויות).  CD )2מצא הצגה פרמטרית של הישר שעליו מונח המקצוע 

 
)הנקודה  )6 )A 4,0, )שמרכזו   ,נמצאת על כדור −1 )O 1,1,2. 

 .Aהמשיק לכדור בנקודה  ,מצא את משוואת המישור
 

)נתונים מישור וישר:  )7 ) ( ) : 1,5,5 1,1,0  ,  : 2 2 1 0x t x y zπ= + − + + =. 
 הנמצאת במרחקים שווים   ,z- מצא נקודה על חלקו החיובי של ציר ה

 מהמישור ומהישר. 
 

1 י מישורים:נתונים שנ )8 2 : 2 4 4 5 0 ,  : 4 2 4 1 0x y z x y zπ π− + − = − + − =. 

  6ובמרחק  1πממישור  2מצא הצגה פרמטרית של ישר, שנמצא במרחק  

 אפשריים). 4(מצא הצגה של ישר אחד מתוך  2πממישור 

 
) נתונים ישר ומישור: )9 ) ( )1  : 0, 3,0 1,1, 8  ,  : 6 2 5 0x t x y zπ= − + − + − + =. 

), עובר בנקודה π, המקביל למישור  2ישר נוסף,   )P 1,0,  וחותך את הישר −4

1  בנקודהQ.    מבין הנקודות שבמישורπ הנקודה ,P'   היא הקרובה ביותר 
 .Qהיא הקרובה ביותר לנקודה  'Qוהנקודה  ,Pלנקודה 

 . 'PQQ'Pמצא את שטח המלבן  
 )2את וקטור הכיוון של  t(הדרכה: הבע באמצעות 

 
1 נתונים שני מישורים: )10 2 : 2 5 0 ,  : 3 2 11 0x y z x y zπ π+ + − = + + + =. 

1 .הוא ישר החיתוך בין שני המישורים 

עם הישר   60°ויוצר זווית של  1מכיל את הישר  3πהמישור 

( ) ( )2  : 1,3, 4 1,1,0x t= − +. 

 .3πמצא את משוואת המישור  
  

1
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 תשובות סופיות 

)א.  )1 ) ( )1,2,0 0, 1,1x t= + 2ג.     2ב.   − 0y z− + = 

 ג. מתלכדים  4.07ב. מצטלבים,   . 1.095מקבילים,  א. )2
)ד. נחתכים בנקודה  )1,  .47.6°. הזווית היא:  −3,4

    .ב. מוכל  . 0.9284א. מקביל,  )3
)ג. חותך בנקודה   )3.5, 0.5, 2−  .40.78°, הזווית היא:   −

)א. נחתכים. ישר חיתוך:  )4 ) ( )0, 2,3 3, 1, 2.5x t= − + −  .63.6°, זווית: −
 ג. מתלכדים.  . 0.324ב. מקבילים. המרחק: 

5( ( ) ( ) ( ) ( ): 0, 2.5,8.5 2, 2.75, 1.75   ,  : 0,7,7 8, 11, 7x t x t= + − − = + − − . 

6(  : 3 3 15 0x y zπ − + + + =. 

7( ( )0,0, 40,0,14 או 4
5

 
 
 

   . 

8(  ( )3: 0, 14, 15 14,14,21
4

x t = − − + − 
 

. 

    יח"ש. 10.467 )9

10( 3  : 2 58 0x y zπ + − − 3 או =  : 2 5 0x y zπ + + − = 
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 סיכום כללי

 הגדרה כללית

) וקטור שמוצאו בראשית הצירים )וסופו בנקודה:  0,0( ),x y   במישור ייכתב בצורתו

) האלגברית באופן הבא:  ),u x y=. 
 

 דוגמאות:  

)הווקטור  • )4,2u ]נמצא במישור   = ]xy , 

)מוצאו בנקודה   )A )וסופו בנקודה  0,0 )B 4, 2. 
 
 

)הווקטור:   • )4,2,5u  נמצא במרחב הקרטזי. =

)מוצאו בראשית הצירים  )A 0,0,0   

)וסופו בנקודה:  )B 2, 4,5. 

 

 

 
 ווקטור שמוצאו אינו בראשית הצירים 

)ווקטור שמוצאו בנקודה  )1 1 1A , ,x y z :וסופו בנקודה ( )2 2 2B , ,x y z  ייכתב ע"י חישוב

)הפרש נקודת סופו ממוצאו באופן הבא:  )2 1 2 1 2 1AB B A , ,u x x y y z z= = − = − − −


. 
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 אמצע קטע וחלוקת קטע ביחס נתון 

)שקצוותיו הם:  Mאמצע הקטע  • )1 1 1A , ,x y z ו- ( )2 2 2B , ,x y z  

1הוא:   2 1 2 1 2
M M M, ,

2 2 2
x x y y z zx y z+ + +

= = =. 

)המחלקת קטע שקצותיו  Pשיעורי נקודה  • )1 1 1A , ,x y z ו- ( )2 2 2B , ,x y z  ביחס 

k:של  l :1הם 2 1 2 1 2
P P P  ;    ;  zk x l x k y l y k z l zx y

k l k l k l
⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

= = =
+ + +

. 

 
 וגודל של ווקטור בהצגה אלגברית קלריתמכפלה ס 

uתסומן:   v-ו uמכפלה סקלרית של שני ווקטורים  v⋅  ותחושב ע"י הנוסחה 
cosuהבאה:  v u v α⋅ = ⋅ היא הזווית הנוצרת בין נקודת חיבור מוצאי  αכאשר   ⋅

 הווקטורים ובין כיווני הווקטורים.  

)מכפלה סקלרית של ווקטורים:  ) ( )1 1 1 2 2 2, ,  , , ,u x y z v x y z=  תחושב באופן  =

)הבא:  )( )1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2, , , ,u v x y z x y z x x y y z z⋅ = = + +. 

)גודלו של ווקטור  )1 1 1, ,u x y z=   :2נתון ע"י 2 2 2
1 1 1u u x y z= = + +. 

 
 הצגה פרמטרית של ישר 

 ישר כללי במרחב ניתן להצגה ע"י שני ווקטורים. 
 .  ווקטור ההעתקהנקרא  aהווקטור 

 מוצאו תמיד בראשית הצירים וסופו על נקודה כלשהי על הישר הנתון. 
  ווקטור הכיוון של הישר.נקרא  uהווקטור 

 זה הוא ווקטור שנמצא על הישר עצמו מוצאו בנקודה אחת וסופו 
 בנקודה אחרת לאורך הישר.  

x : הקשר בין שני הווקטורים נתון ע"י:  a tu= + 
שמוצאו   tהוא ווקטור המתקבל ע"י בחירה של   x-הוא מספר ממשי כלשהו ו tכאשר 

 . lבראשית הצירים וסופו על נקודה על הישר  
 

)עבור הנקודות:  :דוגמא  ) ( )B 5,3,1  , A )-ו 0,0,0 )C נקבל את הווקטורים  7,0,10

)הבאים:  ) ( ) ( ) ( )AB B A 5,3,1  ;  BC C B 7,0,10 5,3,1 2, 3,9a u= = − = = = − = − = −
 

 

)לכן הצגה פרמטרית של הישר היא:  ) ( ): 5,3,1 2, 3,9l x t= + −  . 

  

 
 

 
 B 

A 

C  
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 הערות:*
לישר יש אינסוף הצגות פרמטריות הנבדלות זו מזו בבחירת ווקטור ההעתקה  •

 ווקטור הכיוון. 
)ההצגה הבאה גם מתאימה לישר שבדוגמא:   ) ( ): 7,0,10 6,9, 27l x t= + − − 

בהצגה פרמטרית אחת של הישר, יתקבל ע"י  0tהמתקבל ע"י הצבת  xהווקטור  •

 בהצגה פרמטרית אחרת של אותו הישר.  1tהצבת 
 .uומוצאו של הווקטור  aבאיור לעיל אינה בהכרח סופו של הווקטור  Bהנקודה  •
פיק לקחת שתי נקודות כלשהן למציאת  כדי לכתוב הצגה פרמטרית של ישר מס •

הנמצאת על המשך הישר) ונקודה  Dיחד עם נקודה   C(למשל הנקודה  uהווקטור 
 . aנוספת למציאת הווקטור  

הצגה פרמטרית של ישר היא למעשה חיבור של שני ווקטורים גיאומטריים  •
 קטור שמוצאו בראשית הצירים וסופו על הישר הנתון. במרחב הנותנים וו

 

 מצב הדדי בין ישרים 

 מצבים הדדים בין זוג ישרים במרחב: 4ישנם 

 ישרים מתלכדים: שני הישרים הם למעשה ישר אחד.   •

 ישרים מקבילים: שני הישרים בעלי אותו כיוון ולעולם אינם נפגשים במרחב. •

 וונים שונים הנחתכים בנקודה כלשהי.ישרים נחתכים: שני ישרים במרחב עם כי •

 ישרים מצטלבים: שני ישרים עם כיוונים שונים שאינם נפגשים במרחב.  •
 

 שלבית הבאה: -כדי לקבוע את המצב ההדדי בין שני ישרים נבצע את הבדיקה הדו

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 כן

קטורי האם הישרים באותו כיוון (האם ו
 הכיוון שלהם שומרים על אותו יחס)?

 

לישרים נקודה משותפת האם 
(האם נקודה מישר אחד 
 נמצאת על הישר השני)?

 

יש נקודת חיתוך האם לישרים 
 כלשהי?

 

 מתלכדים
 

 מקבילים
 

 נחתכים
 

 מצטלבים
 

 כן כן

 לא

 לא לא
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 הצגה פרמטרית של מישור 

 מישור כלשהו במרחב ניתן להצגה ע"י שלושה ווקטורים.  
 . ווקטור ההעתקההוא  aהווקטור 

 מוצאו תמיד בראשית הצירים וסופו בנקודה כלשהי על המישור.  
 

  וקטורי הכיוון של המישור.הם  v-ו uהווקטורים  
 אלו הווקטורים הפורשים את המישור.  

 
x :   הקשר בין שלושת הווקטורים נתון ע"י: a tu svπ = + + 

t,כאשר  s הם מספרים ממשיים כלשהם ו-x   הוא ווקטור המתקבל ע"י בחירתם אשר
 . πמוצאו בראשית הצירים וסופו בנקודה על המישור  

 
 משוואת מישור 

:ניתן להציג מישור ע"י משוואה באופן הבא:   0ax by cz dπ + + + = , 

)כאשר:  ), ,x y z   היא נקודה על המישור והמקדמים, ,a b c  הם שיעורי ווקטור הנורמל

)של המישור המסומן:  ), ,h a b c= . 

 

 מצב הדדי בין ישר למישור 

 מצבים הדדיים בין ישר ומישור במרחב:  3ישנם 

  הישר חותך את המישור. •

 למישור. הישר מקביל  •

  הישר מוכל במישור. •
 

כדי לדעת מהו המצב ההדדי בין ישר ומישור יש להציב נקודה כללית של הישר  
  במשוואת המישור ולבדוק:

  אם למשוואה המתקבלת יש פתרון יחיד אז הישר חותך את המישור. •

 אם למשוואה אין אף פתרון אז הישר מקביל למישור. •

 הישר מוכל במישור.  אם למשוואה יש אינסוף פתרונות אז  •

  

 
 

 

 

   
 חותך        מקביל                   מוכל      
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 מצב הדדי בין מישורים 

 מצבים הדדיים:  3ישנם   יםבין שני מישור

 .ישר החיתוךבמקרה זה יש להם ישר משותף הנקרא  -המישורים נחתכים  •

 לשני המישורים וקטורים פורשים זהים אך ווקטור העתקה שונה.   –המישורים מקבילים  •

 במקרה זה שני המישורים מייצגים את אותו המישור. -המישור מתלכדים  •
 

1:כלליים שני מישוריםעבור  1 1 1 1:  0a x b y c z dπ + + + 2-ו   = 2 2 2 2:  0a x b y c z dπ + + + = 

 : באופן הבאהמצב ההדדי ביניהם נקבע את 

 נחתכים  מקבילים  מתלכדים 
1 1 1 1

2 2 2 2

a b c d
a b c d

= = =  1 1 1 1

2 2 2 2

a b c d
a b c d

= =  כל מצב אחר  ≠

 

 

 חישובי זוויות ונוסחאות 

u ,  וקטוריםשני בין  αזווית  • v :תחושב ע"יcos u v
u v

α ⋅
=

⋅
 . 

1שני ישרים בין   αזווית חדה  • 1 1l a tu= 2-ו + 2 2l a su= 1תחושב:   + 2

1 2

cos u u
u u

α ⋅
=

⋅
. 

lישר  בין   αזווית חדה  • a tu= :ומישור:  +  0ax by cz dπ + + + =   

sinהבאה:   תחושב ע"י הנוסחה u h
u h

α ⋅
=

⋅
  . 

1שני מישורים:  בין  αזווית חדה  • 1 1 1 1:  0a x b y c z dπ + + + =   

2-ו 2 2 2 2:  0a x b y c z dπ + + + 1תחושב ע"י:  = 2

1 2

cos h h
h h

α ⋅
=

⋅
 . 
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 ונוסחאות  מרחקיםחישובי 

)מרחק בין שתי נקודות   .1 )1 1 1A , ,x y z  ו-( )2 2 2B , ,x y z  במרחב יחושב באופן 

)הבא:  ) ( ) ( )2 2 2
AB 2 1 2 1 2 1d x x y y z z= − + − + −. 

)מרחק בין נקודה  .2 )1 1 1A , ,x y z  :לישר הנתון בהצגה פרמטרית:l x a tu= יחושב   +
ע"י העברת אנך מהנקודה לישר וחישוב אורכו. כדי למצוא את נקודת החיתוך 

 יש להשוות את מכפלת הווקטור האנך בווקטור הכיוון של הישר לאפס. 

)מרחק בין נקודה  .3 )1 1 1A , ,x y z  :למישור:  0ax by cz dπ + + +  יחושב   =

1ע"י:   1 1
2 2 2

ax by cz dd
a b c
+ + +

=
+ +

. 

 ק בין שני ישרים מקבילים יחושב ע"י שימוש בנקודה מאחד הישרים מרח .4
 . 2ומציאת מרחקהּ מהישר השני כמתואר בסעיף 

 מרחק בין ישר ומישור (המקביל לו) יחושב ע"י שימוש בנקודה שעל הישר   .5
 .  3ומציאה מרחקהּ מהמישור כמתואר בסעיף 

 יות הבאות: מרחק בין שני מישורים מקבילים יחושב לפי אחת מהאפשרו  .6

 שימוש בנקודה שעל מישור אחד ומציאת מרחקהּ מהמישור השני. . א

1שימוש בנוסחה:  .ב 2
2 2 2

d dd
a b c

−
=

+ +
. 

מרחק בין ישרים מצטלבים יחושב ע"י כתיבת משוואת מישור של אחד הישרים   .7
 . 5ומציאת מרחקו מהישר השני כמתואר בסעיף 
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 3 - פונקציות של מספר משתנים - מבוא, קווי גובה, משטחים וגופים
במרחב

תוכן העניינים

1. קווים נפוצים במישור י 47

2. מבוא לפונקציה של שני משתנים י 51

3. קווי גובה לפונקציה של שני משתנים י 53

4. משטחים נפוצים במרחב י 55

5. משטחי רמה לפונקציה של שלושה משתנים י 57

6. גופים במרחב י 58

7. הצגה פרמטרית של עקום י 61

8. הצגה פולרית של עקום י 63

9. הצגה פרמטרית של משטח י 65
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 קווים נפוצים במישור

 שאלות 

 שרטט במישור את התחומים הבאים: (1

 . א ( , ) | 1 1, 1 4S x y x y= −   −   

 .ב 2( , ) | 1 1, 1 4S x y x y= −   −   

 . ג ( , ) | 4S x y x y=   

 

 שרטט במישור את התחומים הבאים: (2

 . א ( , ) | 1 2 1S x y x y x= −   +  

 .ב ( , ) || 2 | 1S x y y x= −  

 . ג ( , ) || | 4S x y x y= +  

 .ד 2( , ) |( ) 4 , 1S x y x y x= +   

 

 מצא את המרכז והרדיוס של המעגלים הבאים: (3

2 . א 2 2 3 0x y x+ − − = 

2 .ב 2 8 15x y y+ − = − 

2 . ג 2 2 4 0x y x y+ + + = 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל. שרטט אותו.  (4

21y . א x= − 

21y .ב x= − − 

21x . ג y= − 

21x .ד y= − − 

20 .ה 1 1x y x  = − 

23 .ו 3
1

5 5
x y x−   = − 
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 בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל. שרטט אותו.  (5

22 . א 1 ( 3)y x= + − − 

22 .ב 6 8y x x= − − + − 

,23.5 . ג 4 1x x y = − − 

 

 שרטט את התחומים הבאים במישור: (6

 . א 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ב 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 . ג 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ד 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ה 2 2( , ) | 4 4S x y x y x= − −   − 

 .ו 2 2( , ) | 4 4S x y y x y= − −   − 

 .ז 2( , ) | 0 4S x y y x=   − 

 .ח 2( , ) | 4 0S x y y x= − −   

 

 :שרטט את התחומים הבאים במישור (7

 . א 2 2( , ) |1 4S x y x y=  +  

 .ב 2 2( , ) |1 4, 0, 0S x y x y x y=  +    

 . ג 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y x=  +   

 .ד 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y y=  +   

 

 :שרטט את התחומים הבאים במישור (8

 . א 2 2( , ) | 2 4 1 0S x y x y x y= + − + +  

 .ב 2( , ) | 0 1 1S x y y x=  +  − 
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 :שרטט את התחומים הבאים במישור (9

 . א 2 2( , ) |1 4, 2S x y x y x y x=  +    

 .ב 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

21 . ג 25
( , ) | 25

7 7
S x y x y x

 
= +   − 
 

 

 .ד 2 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

 .ה 2 2( , ) | 4S x y x y x=   − 

 .ו 2( , ) || 1| 1 ( 1)S x y x y x= −   − − 

 

2 שוואהנתונה המ (10 225 4 50 16 59x y x y+ − + =. 

 הוכח שהמשוואה מתארת אליפסה ושרטט אותה.  . א

 רשום את הפונקציות שמתארות את החצי העליון ואת החצי התחתון  .ב
 של האליפסה. 

 רשום את הפונקציות שמתארות את החצי הימני ואת החצי השמאלי  . ג
 של האליפסה.

 ? החסומה בתוך האליפסה או עליה ,מהי קבוצת כל הנקודות במישור .ד

החסומה בתוך האליפסה ומעל לציר   ,מהי קבוצת כל הנקודות במישור .ה
 ?המשני שלה 

 

 שרטט את התחומים הבאים במישור: (11

 . א 2 2( , ) | 4 8 4 4 0S x y x y x y= + + − +  

22 .ב
( , ) | 0 9

3
S x y y x

 
=   − 
 

 

21 . ג 3
( , ) | 1 4

2 2
S x y y x y

 
= +   − 
 

 

2 .ד 22
( , ) | 9

3
S x y x y x

 
= − −   − 
 
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 התחומים הבאים במישור:שרטט את  (12

 . א 2 2( , ) | 2S x y x y x=   − 

 .ב 2( , ) | 2S x y y x= −   − 

 . ג 2 2( , ) | 2S x y y x y= −   − 

 .ד 2( , ) | 1S x y y x y=   − 

 

 שרטט את התחומים הבאים במישור: (13

 . א
2 2

( , ) 1
4 9

x y
x y

  
−  

  
 

 .ב
2 2

2 2( , ) 1, 16
4 9

x y
x y x y

  
−  +  

  
 

 . ג
2 2

21
( , ) 1,

4 9 4

x y
x y y x

  
−   

  
 

 .ד
2 2

2 2( , ) 1, 4
4 9

x y
x y x y

  
−  +  

  
 

 

 

 תשובות סופיות 

 co.ilLGoo.לפתרונות מלאים ושרטוטים היכנסו לאתר 
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 מבוא לפונקציה של שני משתנים 

 : ציות הבאותקעבור כל אחת מהפונ 

 של הפונקציה.  Dמצא את תחום ההגדרה  . א

 .D שרטט סקיצה של הקבוצה .ב

 

1) 2 2 2( , ) 5 ln(4 )f x y x y y x= − − + − 

 

2) 
2 2 1

( , ) 4f x y x y
x

= + − + 

 

3) 
2 2( , ) 1

x y
f x y x y

x y

+
= − + + +

−
 

 

4) ( , ) 4 4g x y x y x y= + + − 

 

5) 
1 1

( , )
4 4

f x y
x y x y

= +
+ −

 

 

6) ( , ) 4h x y x y= − + 

 

7) 
2 2

2 2

4
( , ) ln 4xyf x y e x y

x y
= + + −

+
 

 

8) 
4

( , )
1 | | | |

z x y
x y

=
− −

 

 

9) 
4

( , ) ln
4

x y
z x y

x y

 −
=  

+ 
 

 

10)  ( , ) ln ln( 4 )f x y x y x= − 
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11) 
1 1 1

( , , )
4 1

u x y z
x y z

= + +
+ −

 ( ענו על סעיף א בלבד) 

 

12) ( , ) tan
y

f x y
x

 )רק לתלמידי מדעים מדויקים/הנדסה(  =

 

13) 
( )

2 2

2 2

1 1
arcsin

4 4
( , )

ln 1

x y

f x y
x y

 
+ 

 =
+ −

 )רק לתלמידי מדעים מדויקים/הנדסה(  

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 21
( , ) 5

4
D x y x y x

 
=   − 
 

 

2)  2 2( , ) | 4 , 0D x y x y x= +   

3)  2 2( , ) | 1 ,D x y x y y x= −   

4) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

5) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

6)  2( , ) | 4 4 , 0D x y y x x= −   −  

7)  2 2( , ) | 4D x y x y= + = 

8)  ( , ) | | | | | 1D x y x y= +   

9) 
1 1 1 1

( , )
4 4 4 4

D x y x y x or x y x
 

=   − −   
 

           

10)  ( , ) | [ 0and 4 4 1] or [ 0 and 4 1]D x y x x y x x y x=    +   + 

11)  ( , , ) | 4, 1, 0D x y z x y z=  −                   

12) 2( , ) 0,
2

D x y R x y k x k



  

=    +   
  

 

13)  2 2( , ) 1 2 4D x y x y=  +   
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 קווי גובה לפונקציה של שני משתנים 

 ,, שרטט אותותחום הגדרהמצא  ,6-1  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 
 :מפת קווי הגובה/רמה של הפונקציה את ושרטט

1) ( , )
y

f x y
x

= 

 

2) ( , ) ln lnf x y x y= + 

 

3) 2 2( , )f x y x y= + 

 

4) 2 2( , ) 1f x y x y= − − 

 

5) 2( , ) ln( )f x y x y= − 

 

6) ( , )f x y x y= 

 

 :וי גובהושרטט מפת ק 10-7  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 

7) 2 2( , ) ( 1) ( 3)f x y x y= − + + 

 

8) ( , ) x yf x y e −= 

 

9) ( , ) 2ln lnf x y x y= + 

 

10) ( , ) min{3 , }f x y x y= 

 

 : kאת קו הגובה  שרטט  ,11-31בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

11) ( ) 20,4 ( , ) ( )k f x y x y= = − 

 

12) ( )  20,2 ( , ) min ,k f x y y x x y= = − + 

 

13) ( )
2 2

2 2

3 3
1 ( , )

3 3

x x y x y
k f x y

x x y x y

 + − − 
= = 

− + + − 
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נתונה הפונקציה  (14
2 1

( , )
2 1

x y x
f x y

x y x

 − 
= 

+ 
 . 

)שרטט את קו הגובה  . א , ) 0f x y =. 

)קו הגובה  Cלאילו ערכי  .ב , )f x y C=  ?הוא קו רציף 
 ציירו את קו הגובה במקרה זה.

 

 

 הערות

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים וזה תמצאבסוף קובץ   * 
 .עקומות שוות ערך =עקומות אדישות  =  = קווי רמהקווי גובה   **
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0x  ה, המישור ללא ציר -y. 

2) 0, 0x y  הצירים., הרביע הראשון ללא 

 כל המישור. (3

4) 2 2
1x y+ .עיגול היחידה , 

5) 2
y x 

6) 0y .חצי המישור העליון , 

 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים ושרטוטים של שאר השאלות, היכנסו לאתר: 
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 משטחים נפוצים במרחב

 שאלות 

 : 3-1בשאלות המשטחים  זהה ושרטט את

1) 
2 2 2

1
4 9 25

x y z
+ + = 

 

2) 2 25 1.25z x y= + 
 

3) 2 2 220 45 180 36x y z+ = + 

 

 זהה ושרטט את המשטחים הבאים: (4

2 . א 24 1z x y= + + 

2 .ב 23z x y= − − 

 

 זהה כל אחד מהמשטחים הבאים: (5

2 . א 2 225 100 4 100x y z+ + = 

2 .ב 225 4 50 16 100 41 0x y x y z+ − − − + = 

2 . ג 2 24 4 80 404 0x y z z+ − + − = 

 

2 מצא את החיתוך בין המשטח (6 2 2 169x y z+ + 12zלבין המשטח   = =. 
 הסבר את התוצאה מבחינה גרפית. 

 

2נתון המשטח  (7 2 22 2 2 16 4 40 206 0x y z x y z+ + − − + + =. 

 . זהה את המשטח . א

מצא את נקודות החיתוך של המשטח עם הישר   .ב
5 1 14

2 1 2

x y z− + +
= =. 

 

2 מצא את החיתוך בין המשטחים (8 2 2( 10) 24x y z+ + − 2-ו = 2 2 64x y z+ + =. 
 הסבר את התוצאה מבחינה גרפית. 

 

2נתון המשטח  (9 2 236 4 9 36z x y+ − =. 

 זהה את המשטח ושרטט אותו.  . א

 ,הצגה פרמטרית של שני ישרים שאינם נמצאים באותו מישוררשום  .ב
 שנמצאים כולם על המשטח. ו
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 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים ובסוף קובץ זה תמצא •

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . אליפסואיד (1

 פרבולואיד אליפטי הנפתח כלפי מעלה.  (2

 .היפרבולואיד חד יריעתי (3

)א. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה   (4  ונפתח כלפי מעלה.  0,0,1(

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    . ונפתח כלפי מטה  0,0,3(

 .א. אליפסואיד (5

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    ונפתח כלפי מעלה.  1,2,0(

)  יריעתי שמרכזו בנקודה-לואיד חדג. היפרבו )0,0,10. 

2החיתוך הוא מעגל   (6 2 25x y+ )  שמרכזו בנקודה ,= )0,0,12 . 

)א. ספירה שמרכזה  (7 )4,1,  .14ורדיוסה  −10

)נקודות החיתוך הן  )
59 2 112

A 7,0, 12 , B , ,
9 9 9

 
− − − 

 
. 

2החיתוך הוא המעגל   (8 2 15x y+ )שמרכזו בנקודה    ,= )0,0,7. 

 .y-ה יריעתי שמרכזו על ציר-א. היפרבולואיד חד (9

1ב.    2: ( , , ) (3 ,2 ,1) : ( , , ) (3,2 , )x y z t t x y z t t= = 

1
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 לפונקציה של שלושה משתנים משטחי רמה 

 שאלות 

2נתונה הפונקציה  (1 2( , , ) 4f x y z x y z= − − − . 

 שרטט אותו. ו של הפונקציה 2מצא את משטח הרמה 

 

2נתונה הפונקציה  (2 2( , , )f x y z z x y= + + . 
 של הפונקציה ושרטט אותו.  4מצא את משטח הרמה 

 

 הרמה:עבור כל אחת מהפונקציות הבאות מצא את משטחי  (3

) . א , , ) 4x y zf x y z + −= 

2 .ב 2( , , )f x y z z x y= − − 

 

נתונה הפונקציה  (4
2 2

2 2
( , , )

x y
f x y z

x z

+
=

+
 . 

 מצא את משטחי  הרמה של הפונקציה.

 

2נתונה הפונקציה  (5 2 2( , , )f x y z z y x= − − . 
 מצא את משטחי  הרמה של הפונקציה.

 

 
 

 תשובות סופיות 

)דה חצי ספירה עליונה שמרכזה בנקו (1 )0,0,  . 2ורדיוסה  −2

)פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה  (2  ונפתח כלפי מטה.  0,0,4(

 א. מישורים. (3
 , הוא פרבולואיד אליפטי kב. משטח רמה 

)שמרכזו בנקודה   )0,0,k  .ונפתח כלפי מעלה 

0kעבור   (4   לא קיים משטח רמהk. 

0kעבור   )נקודה  = 1kעבור   .0,0,0(  מישורים. =

1kעבור     ה שמרכזו על ציר חרוט אליפטי-y. 

0עבור   1k   ה חרוט אליפטי שמרכזו על ציר-z. 

0kעבור   (5  0עבור  יריעתי.-היפרבולואיד חדk  . חרוט אליפטי =
0kעבור    יריעתי. -היפרבולואיד דו 

1
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 גופים במרחב

 שאלות 

 תאר במילים את הגוף שהתקבל. ו שרטט את התחומים הבאים במרחב (1

 . א 2 2 2( , , ) | 4V x y z x y z= + +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4 4V x y z x y z x y= − − −   − − 

 . ג 2 2 2( , , ) | 4 , 0V x y z x y z z= + +   

 .ד 2 2( , , ) | 0 4V x y z z x y=   − − 

 .ה 2 2 2( , , ) | 4 , 0V x y z x y z z= + +   

 .ו 2 2( , , ) | 4 0V x y z x y z= − − −   

 .ז ( , , ) | 0 2, 0 4, 0 3V x y z x y z=       
 

 תאר במילים את הגוף שהתקבל. ו שרטט את התחומים הבאים במרחב (2

 . א 2 2 2( , , ) | 1, 0, 0, 0V x y z x y z x y z= + +     

 .ב 2 2( , , ) | 0 1 , 0, 0V x y z z x y x y=   − −   

 . ג 2 2 2( , , ) |1 4, 0, 0, 0D x y z x y z x y z=  + +     

 .ד 2 2 2( , , ) |1 4, 0, 0, 0D x y z x y z x z y x=  + +      

 .ה 2 2( , , ) | 1 1 1V x y z z x y=   + − − 

2 .ו 2 2 21 1
( , , ) |

2 4
V x y z x y z x y

  
= +   + − − 
  

 

 

 תאר במילים את הגוף שהתקבל. ו שרטט את התחומים הבאים במרחב (3

 . א 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 3( )V x y z x y z z x y= + +   + 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 3( ) 4V x y z x y z x y= +   − − 

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 1V x y z z x y x y=   − − +  

 .ד 2 2( , , ) | 0 3, 0, 0, 4V x y z y x z x z=     +  

 .ה
2 2

2 2 2( , , ) | 0, 0, 0, 36, 1
9 16

x y
V x y z x y z x y z

 
=    + +  +  
 
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 תאר במילים את הגוף שהתקבל. ו שרטט את התחומים הבאים במרחב (4

 . א 2 2 2 2( , , ) | 2V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4V x y z x y z x y= +   − − 

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 1V x y z x y z x y= +   − − 

 .ד 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 2 0V x y z z x y x y x=   − − + −  

 

 תאר במילים את הגוף שהתקבל. ו שרטט את התחומים הבאים במרחב (5

 . א 2 2 2 2 2( , , ) | 4, 1x y z x y z x y+ +  +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4, 0, 0, 0, 1x y z x y z x y z x y+ +     +  

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 0, 0, 1V x y z z x y x y x y=   − −   +  

 .ד 2 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 1V x y z x y z x y x y= +   − − +  

 .ה 2 2( , , ) | 0 10 , 1 4U x y z z y x y=   −  +  

 

 במרחב. V בכל אחד מהסעיפים הבאים איור של גוף (6
)}תאר במילים את הגוף וכתוב אותו לפי התבנית  , , ) | ...}V x y z=. 

 ב.       .א

                                    
 

 

2משטחים הנתונים  (7 2z x y= 2-ו + 22z x y= − +. 

 זהה כל אחד מהמשטחים בשם. . א

 שרטט את התחום החסום בין המשטחים.  .ב

 את משוואת עקום החיתוך בין המשטחים.מצא   . ג
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2נתונים שני משטחים:  (8 2 2z x y z= + 2-ו + 2z x y= + . 

 זהה כל אחד מהמשטחים בשם. . א

שרטט את התחום החסום בין המשטחים וכתוב אותו בתבנית  .ב

( ) , , | ? ??V x y z z=  . 

 המשטחים.מצא את משוואת עקום החיתוך בין  . ג
 

 

 

 תשובות סופיות 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים ראו את הסרטונים באתר 
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 הצגה פרמטרית של עקום 

 שאלות 

 עבור מן ההצגה הפרמטרית הנתונה, להצגה קרטזית:  (1

2 . א 20 1,t x t y t = + = 

20 .ב sin , cost x t y t  = = 

2 . ג cos , 4sint x t y t   = = 

 

 עבור מן ההצגה הקרטזית הנתונה, להצגה פרמטרית:  (2

41 . א 4 1x y x  = + 

22  .ב 2 4x y x−   = − − 

22 . ג 2 4x y x−   = + − 

 

 לפניך תיאור פרמטרי של מסלולים במישור. (3
 משוואה מתאימה שמבטאת כל מסלול מצא  ,tעל ידי חילוץ של הפרמטר  

 בלבד: y-ו xבאמצעות המשתנים  

24 . א ,x t y t= − = 

4  .ב cos , 1 2sinx t y t= − + = + 

3 . ג 34cos , 4sinx t y t= = 

) .ד 1) 1 , (0.5 1) 1x t t y t t= + + = + + 

  .ה
2

2 2

20 20 5
,

4 4

t t
x y

t t

−
= =

+ +
 

t,  .ו t t tx ke ke y ke ke− −= + = − (k  .)קבוע 
 

חשב את אורך העקום  (4
sin

1 cos

x t t

y t

= −


= −
   0 2t  . 

 

חשב את אורך העקום  (5

4sin

2 10

4cos

x t

t y t

z t

 

=


−   =
 =

. 
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 תשובות סופיות 

,1א.  (1 1y x x= −      .21ב , 1 1y x x= − −    

ג. 
2

2 1 , 1 1, 0
16

y
x x y+ = −    

,4א.  (2 1, 1 4x t y t t= = +      .2בcos , 2sin , 2x t y t t = =   

2cosג.   , 2sin , 0x t y t t = =   

)2א.  (3 4)y x= ב.      +
2

2 1
( 4) 1

2

y
x

− 
+ + = 

 
ג.  

2 2 2

3 3 34x y+ = 

2ד.   24 4 2 1x xy y y− + = 2ה.     − 2 25x y+ 2ו.     = 2 24x y k− = 

4) 8 

5) 6 29 
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 הצגה פולרית של עקום

 שאלות 

 ענה על הסעיפים הבאים: (1

,4המר את הנקודה הקוטבית  . א
3

 
 
 

 לנקודה קרטזית.  

)המר את הנקודה הקרטזית  .ב )1, 1−  לנקודה קוטבית.  −

 
 

 ענה על הסעיפים הבאים: (2

,10א. המר את הנקודה הקוטבית  . א
3

 
− 

 
 לנקודה קרטזית.  

)המר את הנקודה הקרטזית  .ב )0,  לנקודה קוטבית.  −4

)המר את הנקודה הקרטזית  . ג )2,  לנקודה קוטבית.  −2

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (3

24המר את המשוואה  . א 1x x xy− =  לקואורדינטות קוטביות.  +

4cosrהמר את המשוואה  .ב =  לקואורדינטות קרטזיות.  −

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (4

2המר את המשוואה  . א 2 4x y y+  לקואורדינטות פולריות.  =

10xהמר את המשוואה  .ב  לקואורדינטות פולריות.  =

4yהמר את המשוואה  . ג  לקואורדינטות פולריות.  =

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (5

4rהמר את המשוואה  . א  לקואורדינטות קרטזיות.  =

/המר את המשוואה  .ב 4 =  .לקואורדינטות קרטזיות 

2cosהמר את המשואה  . ג 4sinr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  +

36המר את המשוואה  .ד sin 4 cosr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  −
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 תשובות סופיות 

)א.  (1 ) ( ), 2,2 3x y )ב.   = )
5

, 2,
4

r



 

=  
 

 

) א. (2 ) ( ), 5, 5 3x y = )ב.   − )
3

, 4,
2

r



 

=  
 

)ג.   )
3

, 8,
4

r



 

=  
 

 

2. א (3 24 cos cos 1 cos sinr r r r   − = +  .2  ב 2 2( 2) 2x y+ + = 

4sinr א. (4 =  .ב  cos 10r  sin ג.  = 4r  = 

2א.  (5 2 24x y+ yב.    = x=  .2 ג 2( 1) ( 2) 5x y− + − = 

)  ד. )
3

2 2 2 26 4x y y x y x+  = + − 
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 משטחים ממעלה שנייה – נספח 

 אליפסואיד 

 

 

 

 

 חרוט אליפטי 

 

 

 

 

 אליפטי גליל

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = 

 :  החתכים במישורי הקואורדינטות הם אליפסות;תיאור

aבמישורים מקבילים. אם    כך הם גם החתכים b c= = ,

 והחתכים הנ"ל הם מעגלים.  aעם רדיוס  כדורנקבל 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ = 

במישור  תיאור החתך    :xy   ;)הראשית( נקודה  הוא 

הם אליפסות.    xyהחתכים במישורים מקבילים למישור  

הנחתכים   yz  -ו  xzבמישור    החתכים ישרים  זוג  הם 

אלו   בראשית; למישורים  מקבילים  במישורים  החתכים 

 הם היפרבולות.

החרוט הוא על הציר המתאים למשתנה המופיע * מרכז 

 אחד האגפים. ב לבד

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

הוא אליפסה; כך הם החתכים   xy:  החתך במישור  תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyבמישורים מקבילים למישור 

yz במישורים  הם זוג ישרים מקבילים וכך הם החתכים 

 מקבילים למישורים אלו . במידה ומשוואת הגליל היא 

2 2 2x y r+  הם מעגלים.  , החתכים הנ"ל=

 * מרכז הגליל הוא על הציר המתאים למשתנה שאינו מופיע 

 במשוואת הגליל. 
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 יריעתי-היפרבולואיד חד

 

 

 

 

 יריעתי-דוהיפרבולואיד 

 

 

 

 

 פרבולואיד אליפטי 

 

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 

 הוא אליפסה; כך הם החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyלמישור  במישורים מקבילים

yz במישורים מקבילים הם היפרבולות; כך הם גם החתכים 

 למישורים אלו.

 המתאיםיריעתי  הוא על הציר -* מרכז היפרבולואיד חד

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = − 

 ; החתכים  xy:  למשטח זה אין חתך במישור תיאור

 , החותכים את המשטח, xy במישורים מקבילים למישור 

 הם היפרבולות ; yz  -ו xzהם אליפסות. החתכים במישור 

 כך הם גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-* מרכז היפרבולואיד דו

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ = 

 הוא נקודה )הראשית(; החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 ונמצאים מעליו הם  xyבמישורים מקבילים למישור 

 הם פרבולות; כך הם yz  -ו xzאליפסות. החתכים במישור 

 גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

אם      *0c     ואם מעלה  כלפי  נפתח  0cהפרבולואיד   

 נפתח כלפי מטה.  הפרבולואיד
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 היפרבולי פרבולואיד  

 

 

 

 

 

 

 

 דוגמאות שונות 

 

 

 

 

 
2 2 2 1x y z+ + =  2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + = 

 2 23z x y= − − 

     

 

 

 

 

 

2 24 1z x y= + +  2 2z x y= +  1x y z+ + = 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− = 

 הוא זוג ישרים נחתכים  xy:  החתך במישור תיאור

 הם xyבראשית; החתכים במישורים מקבילים למישור 

למישור   שמעל  אלו  ציר   xyהיפרבולות;  בכיוון   נפתחות 

 .x-נפתחות בכיוון ציר ה xyואלו שמתחת למישור  y-ה

 הם פרבולות; כך הם גם yz  -ו xzהחתכים במישור 

 החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

0c* אם         0הפרבולואיד נפתח כלפי מעלה ואםc   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 גבול של פונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 : 9-1בשאלות חשב את הגבולות 

1) 
3

3( , ) (0,0)

sin( )
lim

x y

x y

x y→
 

 

2) 
2 2( , ) (3,2)

sin( 6)
lim

36x y

xy

x y→

−

−
 

 

3) 
( , ) (1,2)

arctan( 3)
lim

ln( 2)x y

x y

x y→

+ −

+ −
 

 

4) 2 2

( , ) (0,0 )
lim ( )ln( )

x y
x y x y

+→
+ + 

 

5) 
( , ) (1 ,1 )

sin( 2 3)
lim

2 3x y

x y

x y+ +→

+ −

+ −
 

 

6) 
( , ) (1,2)

2 3 1
lim

2 4x y

x y

x y→

+ − −

+ −
 

 

7) 
2

( , ) (1,1)
lim

x y

xy y

x y→

−

−
 

 

8) 
( )( )2 2

2( , , ) (0,1,2)

sin
lim

x y z

x y z

xy→

+
 

 

9) 
( ) ( )

( )2 2

2 2, 0,0 3

sin
lim

x y

x y

x y→

+

+
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 : 17-10בשאלות חשב את הגבולות 

10) 
( )

2
2 2

4 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
 

11) 
0
0

lim | |x
x
y

y
→
→

 

12) 
3 2

2 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
 13) 

0
0

lim
x
y

x

y→
→

 

14) 
2

4 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+
 15) 

3

6 20
0

lim
2x

y

x y

x y→
→

+
 

16) 
( )

2 20
0

sin
lim
x
y

xy

x y→
→

+
 17) 

2 4 40
0
0

lim
x
y
z

xyz

x y z→
→
→

+ +
 

 

 : 25-18בשאלות  חשב את הגבולות

18) 
3

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y→ +
 19) 

2 4( , ) ( , )
lim

x y

x y

x yx y→  

−

+ +
 

20) 
( )

2 2( , ) (0,0)

sin
lim

x y

xy

x y→ +
 21) 

4 4

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y→

+

+
 

22) 
2 2 2 2

2 2( , ) (0,0)

3 3
lim

x y

x x y y

x y→

− +

+
 23) 

( ) ( )

2 4

2 2, 0,0

4 5
lim

4x y

x y y

x y→

−

+
 

24) ( )2 2

( , ) (0,0)
lim ln

x y
y x y

→
+ 25) 

3 3 3

2 2 2( , , ) (0,0,0)
lim

x y z

x y z

x y z→

+ +

+ +
 

 .שונות מומלץ לנסות לפתור בשתי דרכים 25-ו 23-20, 18בשאלות *         

 

 הבאים:ענה על הסעיפים  (26

חשב את הגבול  . א
3

3 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+
. 

העזר בגבול הידוע  .ב
0

sin
lim 1
t

t

t→
, וחשב את הגבול =

( )3

3 20
0

sin
lim
x
y

x y

x y→
→

+
. 

העזר בגבול הידוע  . ג
0

1
lim 1

t

t

e

t→

−
, וחשב את הגבול =

3

3 20
0

1
lim

x y

x
y

e

x y→
→

−

+
. 

העזר בגבול הידוע  .ד
0

ln( 1)
lim 1
t

t

t→

+
, וחשב את הגבול =

( )3

3 20
0

ln 1
lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
. 

 קחו בחשבון שייתכן שכותב השאלה לא ייתן את הגבול הידוע בגוף השאלה. *            
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)הוכח לפי ההגדרה כי   (27 )
0
0

lim sin cos 1
x
y

x y
→
→

+ =. 

 

2הוכח לפי ההגדרה כי   (28

2
1

lim 4
x
y

x y
→
→

=. 

 

2הוכח לפי ההגדרה כי   (29

1
4

lim 2 8
x
y

x y
→
→

=. 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 

2) 
1

12
 

3) 1 

4) 0 

 אינסוף  (5

6) 
1

2
 

7) 2 

8) 5 

9) 0 

 אין לפונקציה גבול. (17 – (10

18) 0 

19) 0 

20) 0  

21) 0 

22) 3 

23) 0 

24) 0 

25) 0 

 0ד. -א (26

 שאלת הוכחה. (27

 שאלת הוכחה. (28

 .שאלת הוכחה (29

1
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 שני משתנים  שלרציפות של פונקציה 

 שאלות 

)  בדוק את רציפות הפונקציות בנקודה 1-3שאלות ב )0,0. 

 במידה והפונקציה אינה רציפה בנקודה,
   רציפה בנקודה?  האם ניתן להגדיר אותה כך שתהיה

1) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

sin
, 0,0

,

2 , 0,0

x y
x y

f x y x y

x y

 +
 

= +


=

 

 

2) ( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 

 

3) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

3
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 

 

)  בדוק את רציפות הפונקציות בנקודה 4-5בשאלות  )1,4. 

4) ( )

( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

1 4
, 1,4

, 1 sin 4

0 , 1,4

x y
x y

f x y x y

x y

 − −


= − + −


=

 

 

5) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 4
, 1, 4

1 sin 4,

0 , 1,4

x y
x y

x yf x y

x y

− −


− + −= 


=

 

 

)נתון  (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

5,

0 , 0,0

mx y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 קבוע. m כאשר ,

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של  
  

1
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)נתונה פונקציה ממשית רציפה  (7 )f f x=שאינה פונקציה קבועה ,, 

)נגדיר פונקציה חדשה  ו )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

4
, 0,0

5,

0 , 0,0

x y
f x y

x yg x y

x y

  −
  

+  


=

 . 

)רציפה בנקודה  g האם הפונקציה )0,0? 

 

 הוכח או הפרך את הטענה הבאה: (8

)אם  ) ( )
0

lim , 0,
x

f x y f y
→

 ,yלכל  =

)וגם  ) ( )
0

lim , ,0
y

f x y f x
→

 ,xלכל  =

)אז  ) ( )
0
0

lim , 0,0
x
y

f x y f
→
→

=. 

 

)פונקציה   (9 ),f x y  מקיימת( ) ( )2 4 4, sinf x y x y )לכל ,+ ),x y. 

)הוכח שהפונקציה רציפה בנקודה   )0,0. 

 

 )אם בכלל(, על מנת שהפונקציה  kמה צריך להיות הערך של הקבוע  (10

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
, , 0,0,0

, ,

, , 0,0,0

xyz
x y z

x y zf x y z

k x y z




+ += 
 =

 תהיה רציפה בכל המרחב? 

 

 נתון כי: (11

2מתקיים  xל לכ 1 2 1| ( , ) ( , ) | | |f x y f x y y y−   .(y  )תנאי ליפשיץ לפי המשתנה −

2מתקיים  y לכל 1 2 1| ( , ) ( , ) | | |f x y f x y x x−   .(x  )תנאי ליפשיץ לפי המשתנה −

)הוכח כי   , )f x y.רציפה בכל המישור 

 

 הוכח או הפרך: (12
)נתון כי   , )f x y .רציפה בכל המישור 

נגדיר פונקציה חדשה  
2

( , )
( , )

( ) 100

f x y
z x y

x y
=

− −
. 

(1,14)ידוע כי   0, (14,1) 0z z . 

1קיימת נקודה   zאז בתחום ההגדרה של  2( , )c c, 1-כך ש 2( , ) 0z c c =. 
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 תשובות סופיות 

(0,0)הפונקציה לא רציפה. אם נגדיר   (1 1f  הפונקציה תהיה רציפה., =
 הפונקציה רציפה.  (2
 גבול. בכלל הפונקציה אינה רציפה. אין לה  (3
 הפונקציה רציפה.  (4
 הפונקציה לא רציפה. אין לה בכלל גבול.  (5
1mעבור   (6    1הפונקציה רציפה, ועבורm  .הפונקציה לא רציפה 
 הפונקציה לא רציפה.  (7
 .שאלת הוכחה (8
 .שאלת הוכחה (9

10) 0k = 
 שאלת הוכחה. (11
 שאלת הוכחה. (12
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 גבולות  –סחאות ונ

0

1 1 1 1 1
0 , 0

0 0

______________________________________________________________________

0 1

______________________________________________________________________

ln

0

x

y
x

y e e e e

y x

x x x

+ −

− 

= = =  = − =
− 

= = = = 

= − −−

→− → →

ln(0 ) ln( )

______________________________________________________________________

arctan atan( ) atan(0) 0 atan( )
2 2

_____________________________________________________________________

,x

y x

y a

 

+ = −  = 

= − = − =  =

= 0

0
0 1

1 0 1

, 1 0

_____________________________________________________________________

sin sin 0 0

_____________________________________________________________________

cos

x
a

a a a a

y a a a a

y x

y

− 

− 
 

 = = = 

= =  = =

= − − − = − − −

= cos 0 1

_____________________________________________________________________

sin
0 1 0

_____________________________________________________________________

tan
1

_________________________

x

x
y

x

x
y

x

− − − = − − −

=

= − − − − − −

1

33 3

(from right)

____________________________________________

1
1 1

(1 ) 1

_____________________________________________________________________

0 0

0 0

__________________

x

x

y e e
x

y x e

y x

y x

+

 
= + 
 

= + − − −

= − − − =  = 

= − =  = 

0 0

___________________________________________________

Defined Limits:

, ( ) , , , ( ) , / ( )

Undefined Limits :

0
, , , 0 , 1 , 0 ,

0

a a a



 =   − = − + =   =    =    = 


−  


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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 5 - נגזרות חלקיות דיפרנציאבליות

תוכן העניינים

1. נגזרות חלקיות מסדר ראשון י 75

2. נגזרות חלקיות מסדר שני י 77

3. נגזרות חלקיות לפי הגדרה י 81

4. דיפרנציאביליות י 83
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 מסדר ראשון  נגזרות חלקיות

 שאלות 

 . הפונקציה הנתונהחשב את הנגזרות החלקיות מסדר ראשון של  10-1בשאלות 

1) 3 2 2( , ) 4 3 2 3f x y x x y x y= − + + 2) 5( , ) lnf x y x y= 

3) 
( )2 4

2

5ln
( , )

5 y

x y y y
f x y

y y y

+
=

+ +
)רק 

xf.) 4) ( ) ( )2 3( , ) 2 3f x y x y x y= +  + 

5) 
2

2

3
( , )

x y
f x y

x y

−
=

+
 6) ( )( , ) sinf x y xy= 

7) ( , ) arctan(2 3 )f x y x y= + 8) ( , ) cosf r r = 

9) 2 3( , , )f x y z xy z= 10) ( , , ) sin( )uvf u v t e ut= 

  

) נתון (11 ) ( ), lnz x y x y= +. 

  הוכח כי
1

2

z z
x y

x x

 
 +  =
 

. 

 

) נתון (12 ) 2 1
, , xf x y z e y

z

 
= − 

 
. 

  חשב
1 1 1

0, 1, , 0, 1, , 0, 1,
2 2 2

f f f

x y z

       
− − −     

       
 . 

 

 הערת סימון

1 2( , ) ;x y

f f
f f x y f f f f

x y

 
=  = = = =

 
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 תשובות סופיות 

1) 2 212 6 2xf x xy= − +  26 3yf x y= − + 

2) 45 lnxf x y=   
5

y

x
f

y
= 

3) 
( )4

2

5ln
2

5
x y

y y y
f x

y y y

+
=

+ +
 

4) 2 36 6 2xf x xy y= + +  2 3 26 12 3yf xy y x= + + 

5) 
( )

2 2

2
2

2 3
x

x xy y
f

x y

+ +
=

+
  

( )

2 2

2
2

3 3 2
y

x y x y
f

x y

− + −
=

+
 

6) cos( )xf xy y=    cos( )yf xy x=  

7) 
2

2

1 (2 3 )
xf

x y
=

+ +
  

2

3

1 (2 3 )
yf

x y
=

+ +
 

8) cosrf =   sinf r = − 

9) 2 3

xf y z=   32yf xyz=   2 23zf xy z= 

10)  sin cosuv

uf e v ut t ut= + sinuv

vf u e ut=    cosuv

tf u e ut=   

 הוכחה.שאלת  (11

12) 
1 1 1

0, 1, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 4
2 2 2

f f f

x y z

       
− = − − = − − =     

       
 

 

 הערת סימון

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
   
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 מסדר שני נגזרות חלקיות

 שאלות 

 : הפונקציה הנתונהשל   עד סדר שניהנגזרות החלקיות כל חשב את   14-1בשאלות 

1) 2 2 2( , ) 4 4 10f x y x x y x y= − + + 
 

2) 4( , ) lnf x y x y= 
 

3) 3 3( , ) 6f x y x y xy= + − 
 

4) 3 3( , ) 3(1 )( )f x y x y y x y= + + − + 
 

5) ( , ) ( )f x y xy x y= − 
 

6) ( , ) ( 9)(2 6)(4 3 12)f x y x y x y= − − − + 
 

7) ( , ) ( )xyf x y e x y= + 
 

8) ( )2 2( , ) x yf x y e x y+= + 

 

9) ( ) ( )2 2
2 2( , ) 2

x y
f x y x y e

− +
= + 

 

10) ( )2 2( , ) ln 1f x y x y= + + 

 

11) ( )2 2( , ) lnf x y x y= + 

 

12) ( )2 23( , ) lnf x y x y= + 

 
13) ( , ) sin(10 4 )f x y x y= + 

 
14) ( , , )f x y z xyz= 
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)חשב   (15 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y xy x y= − −. 

 

)חשב   (16 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y x y= +. 

 

)חשב   (17 )' 1,1xyf,  עבור( ) 2 2,f x y x y= +. 

 

)נתון  (18 )
2

,
ln

x
f x y

y x
=

+
. 

)חשב   ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
1, , 1, , 1,

f f f
e e e

x y x y

  

   
 . 

 

 

 

 

 ערת סימוןה

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
   
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 תשובות סופיות 

1) 28 2 4xf x xy= − +  28 2xxf y= −   22 10yf x y= − + 
22yyf x= −   4xyf xy= −   4yxf xy= − 

2) 34 lnxf x y=   212 lnxxf x y=   
4

y

x
f

y
= 

4

2yy

x
f

y
= −   

34
xy

x
f

y
=   

34
yx

x
f

y
= 

3) 23 6xf x y= −   6xxf x=   23 6yf y x= − 

6yyf y=    6xyf =    6yxf = − 

4) 23 3 3xf x y= + −  6xxf x=   23 3 3 6yf y x y= + − − 

6 6yyf y= −   3xyf = − 

5) 22xf xy y= −   2xxf y=   2 2yf x xy= − 

2yyf x= −   2 2xy yxf f x y= = − 

6) 22 8 3 1 24 0 57 1 72 0 0xf xy y x y = −  − − +  + + + 

22 4 1 3 2 0 54 57 1 0 27 0yf x x y y x =  −  − − +  + + +  

 2 8 0 24xxf y= − −  2 0 6 1 54 0 0yyf x= −  − + + 

 2 8 1 6 0 57 0xyf x y=  − − + + 

7) ( )2 1xy

xf e xy y= + +  ( )2 1xy

yf e x xy= + + 

( ) ( )2 1 0 0xy xy

xxf e y xy y y e=  + + + + +  ( ) ( )2 1 0xy xy

yyf e x x xy x e=  + + + +  

 ( ) ( )2 1 2xy xy

xyf e x xy y x y e=  + + + +  

8) ( )2 2 2x y

xf e x y x+= + +    ( )2 2 2x y

yf e x y y+= + + 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

xxf e x y x x e+ += + + + +, 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

yyf e x y y y e+ += + + + + 

( )2 2 2 2x y x y

xyf e x y x y e+ += + + +  

9) ( )
2 2 3 22 2 4x y

xf e x x xy− −= − −   ( )
2 2 2 34 2 4x y

yf e y x y y− −= − − 

( )( ) ( )
2 2 2 23 2 2 22 2 2 4 2 6 4x y x y

xxf e x x x xy x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 22 3 2 22 4 2 4 4 2 12x y x y

yyf e y y x y y x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 23 22 2 2 4 4 2x y x y

xyf e y x x xy x y e− − − −= − − − + −  

1
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10) 
2 2

2

1
x

x
f

x y
=

+ +
     

2 2

2

1
y

y
f

x y
=

+ +
  

( )
2

2 2

2 2

1
xy

y x
f

x y


=

+ +
    

( )
( )

2 2

2 2

2 1 2 2

1
yy

x y y y
f

x y

 + + − 
=

+ +
 

11) 
2 2

2
x

x
f

x y
=

+
  

2 2

2
y

y
f

x y
=

+
  

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
xx

x y x x
f

x y

+ − 
=

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
yy

x y y y
f

x y

+ − 
=

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2
xy

x y y x
f

x y

+ − 
=

+
 

12) 
2 2

2 1

3
x

x
f

x y
= 

+
  

2 2

2 1

3
y

y
f

x y
= 

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
xx

x y x x
f

x y

+ − 
= 

+

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
yy

x y y y
f

x y

+ − 
= 

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2 1

3
xy

x y y x
f

x y

+ − 
= 

+
 

13) ( )10cos 10 4xf x y= +  ( )100sin 10 4xxf x y= − + 

( )4cos 10 4yf x y= +  ( )16sin 10 4yyf x y= − + 

( )40sin 10 4xyf x y= − +  ( )40sin 10 4yxf x y= − + 

14) xf yz=  0xxf =  xyf z= xzf y= 

yf xz=  yxf z= 0yyf = yzf x= 

zf xy=  zxf y= zyf x= 0zzf = 

15) 2− 

16) 1− 

17) 
1

2 2
− 

18) 
2

4 1
1

16

e e

 
+ 

  
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 לפי ההגדרה נגזרות חלקיות

 שאלות 

)נתונה הפונקציה  (1 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

xy
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 . 

)  בנקודהחשב את הנגזרות החלקיות של הפונקציה הבאה  . א )0,0. 

) רציפה בנקודה האם הפונקציה .ב )0,0? 

 האם פונקציה גזירה חלקית היא בהכרח רציפה?  . ג
 

מצא את הנגזרות החלקיות של   (2
( ) ( )

( ) ( )

3

2 2
, 0,0

( , )

0 , 0,0

x
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

, 

)בנקודה  )0,0. 

 

)מצא את הנגזרות החלקיות של   (3 )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 4
, 0,0

,

1 , 0,0

y x
x y

f x y y x

x y

 +
 

=  +


=

, 

) בנקודה )0,0. 

 

) נתונה הפונקציה (4 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

y x
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 . 

) הוכח שהפונקציה לא רציפה בנקודה . א )0,0. 

 וחשב אותן.  (0,0)הוכח שלפונקציה קיימות נגזרות חלקיות בנקודה  .ב

 

 נתונה הפונקציה (5
( ) ( )

( ) ( )

3 4

2 2
, 0,0

( , )

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 . 

 חשב את הנגזרות החלקיות של הפונקציה.  . א

) של הפונקציה רציפות בנקודה  הנגזרות החלקיותהאם  .ב )0,0? 
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) נתונה הפונקציה (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
xy x y

x yf x y

x y

 −


+= 
 =

 . 

(0,0)בדוק האם  . א (0,0)xy yxf f=,  .על ידי חישוב ישיר 

) האם הנגזרות המעורבות רציפות בנקודה .ב )0,0? 

(1,4)האם  . ג (1,4)yxyxyxy xyxyxyxf f=. 

 

 הערה
 סעיף ב'. 7-ו 6שאלות  – דיפרנציאביליותתחת הכותרת  ,תרגילים נוספים בהמשך הפרק

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

(0,0)א.  (1 0 , (0,0) 0x yf f= )ב. לא רציפה בנקודה = )0,0 . 

 ג. פונקציה גזירה חלקית אינה בהכרח רציפה.

2) (0,0) 1 , (0,0) 0x yf f= = 

3) (0,0) 0 , (0,0) 0x yf f= = 

(0,0)ב.   א. שאלת הוכחה. (4 0 , (0,0) 0x yf f= = 

א.  (5

( )

( )

4 2 2 4

2
2 2

5 2 3 3

2
2 2

3 2
( , ) (0,0)

( , )

1 ( , ) (0,0)

2 4 2
( , ) (0,0)

( , )

0 ( , ) (0,0)

x

y

x x y xy
x y

f x y x y

x y

y x y x y
x y

f x y x y

x y

 + −


= +


=

 + −


= +


=

 . ב. לא רציפות 

(0,0)א.  (6 1 (0,0) 1xy yxf f= − = 

)ב. הנגזרות המעורבות לא רציפות בנקודה  .ג. כן .0,0(

1
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 ליות ידיפרנציאב

 שאלות 

)  בדוק האם הפונקציה הנתונה דיפרנציאבילית בנקודה 1-4בשאלות  )0,0. 

1)    ( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2
, 0,0

2,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 

 

2) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1
sin , 0,0

,

0 , 0,0

x y x y
x yf x y

x y


+ 

+= 


=

 

 

3) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

y
x y

x yf x y

x y




+= 


=

 

 

4) ( )
( ) ( )

( ) ( )

4
, 0,0

4,

0 , 0,0

x y
x y

y xf x y

x y

+


+= 
 =

 

 

)  בדוק דיפרנציאביליות הפונקציה (5 ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

1

, 0,0,

0 , 0,0

x ye x yf x y

x y

−
+


 = 
 =

. 

 

) נתון (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

mx y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 ,m .קבוע 

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . א
 הפונקציה גזירה חלקית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   .ב
 הפונקציה דיפרנציאבילית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . ג

  

1

פרק 5נגזרות חלקיות דיפרנציאבליות

83

83



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

) נתון (7 ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

m

xy
x y

x yf x y

x y




+= 


=

,m  .קבוע 

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . א
 הפונקציה גזירה חלקית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   .ב
 הפונקציה דיפרנציאבילית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . ג

 

)פונקציה דיפרנציאבילית בנקודה   fתהי   (8 )0,0 . 

)נגדיר פונקציה חדשה     )
( ), 0

,
0 0

f x y xy
x y

xy



= 


 . 

(0,0)נתון  (0,0) (0,0) 0x yf f f= = =. 

) דיפרנציאבילית בנקודה -הוכח ש )0,0. 

 

)בדוק דיפרנציאביליות   (9 )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1
2 2 2 3

sin
, , 0,0,0

, ,

0 , , 0,0,0

z xy
x y z

f x y z x y z

x y z




= + +


=

, 

) בנקודה )0,0,0. 

 

:נתונה  (10 nf R R→, המוגדרת על ידי ( )

2

2

1 1
0

0.5 0

x
x

f x x

x

 + −
 

= 


=

. 

0xדיפרנציאבילית בנקודה  fהאם  =? 
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 סופיות תשובות 

 לא דיפרנציאבילית.  (1

 דיפרנציאבילית.  (2

 לא דיפרנציאבילית.  (3

 לא דיפרנציאבילית.  (4

 דיפרנציאבילית בכל נקודה במישור. (5

1mא.  (6     .0בm    .2גm 

1mא.  (7    ב. לכלm     .0.5גm  

 הוכחה.שאלת  (8

 דיפרנציאבילית.  (9

 כן. (10

1
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 6 - נגזרת מכוונת וגרדיאנט
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 נגזרת מכוונת וגרדיאנט

 שאלות 

2 תהי (1 2( , )f x y x y= +. 

 (3,4).ואת אורכו בנקודה  f חשב את הגרדיאנט של . א

 מהי משמעות התוצאה? 

 .(3,4)העובר דרך   ,f הראה שהגרדיאנט הוא נורמל לקו הגובה של .ב

 

)2תהי  (2 , ) 3f x y x y=. 

3קטור ובכיוון הו, (1,2)בנקודה f חשב את הנגזרת המכוונת של 4u = +i j . 

 

)תהי  (3 , ) sin( )f x y x xy= −. 

,1  בנקודה f חשב את הנגזרת המכוונת של
2

 
 
 

 , 

קטור ובכיוון הו
1 3

2 2
u = +i j. 

 

2תהי  (4 2( , ) 2 3 5f x y x xy y= − +. 

 בכיוון וקטור היחידה, ,(1,2)  בנקודה f חשב את הנגזרת המכוונת של

 .x-ר העם החלק החיובי של צי 45 של זווית היוצר
 

)2תהי  (5 , )f x y xy=. 

 .(4,5) הנקודל בכיוון  (1,3)  בנקודה f חשב את הנגזרת המכוונת של

 

2תהי  (6 2( , , )f x y z x y z=. 

 ,(2,1,4)בנקודה   ,f חשב את הנגזרת המכוונת של

1 קטורובכיוון הו 2 2u =  +  + i j k. 

 

)  בנקודה V החשמליאם הפוטנציאל  (7 , )x y,  2נתון על ידי 2ln x yV +=, 

 .(2,6) נקודהלבכיוון  (3,4)  בנקודההפוטנציאל קצב השינוי של  מצא את

 

)מצא את הכיוון בו הנגזרת המכוונת של  (8 , ) (cos sin )xf x y e y y= + 

 וחשב את ערכה. ,היא מקסימלית (0,0) בנקודה

1
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3מצא את הכיוון בו הנגזרת המכוונת של הפונקציה  (9 2( , , ) 2 3f x y z x y y z= −, 

,1,2) בנקודה  וחשב את ערכה. ,היא מקסימלית −(1

 

2אם הטמפרטורה נתונה על ידי   (10 2 2( , , ) 3 5 2f x y z x y z= − נמצא   ניוא ,+

 בנקודה
1 1 1

, ,
3 5 2

 
 
 

 ללכת?  יבאיזה כיוון עלי ורוצה להתקרר כמה שיותר מהר, 

 

)2נתונה הפונקציה  (11 , ) 4f x y x y= . 

)מצא את הנגזרת המכוונת של הפונקציה בנקודה  . א )1,2, 

 .x-ה עם הכיוון החיובי של ציר 30ית של והיוצר זו בכיוון וקטור

)מצא את הנגזרת המכוונת של הפונקציה בנקודה  .ב )1,2, 

 .y-ה עם הכיוון החיובי של ציר 30של וית והיוצר ז בכיוון וקטור

)מצא הצגה פרמטרית של הישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה  . ג )1,2, 

 קטור הנתון בסעיף ב'.ובכיוון הו
 

2נתונה הפונקציה  (12 4( , , )f x y z x yz=. 

,1)מצא את הנגזרת המכוונת של הפונקציה בנקודה  2, )1−, 

 ,x-ה עם הכיוון החיובי של ציר 60היוצר זווית של  בכיוון וקטור
 .z-ה של ציר הכיוון החיובי עם 60-ו

 חדה. y-ה ית עם צירוהנח שהזו
 

2נתונה הפונקציה  (13 2 3( , )f x y xy x y−=  .Q(1,1) נקודההונתונה  −

 ,Qה חשב את הנגזרת הכיוונית של הפונקציה בנקוד . א

 .x-ה צירהכיוון החיובי של עם  60 ויתושיוצר ז בכיוון וקטור

)- כך ש ,uמצא וקטור  .ב )Q 0
f

u


=


. 

)- כך ש ,uהאם קיים וקטור  . ג )Q 6
f

u


=


. 
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)נתונה הפונקציה  (14 )
( ) ( )

( ) ( )

3 2

2 2
, 0,0

4,

0 , 0,0

x xy
x y

x yf x y

x y

 −


+= 
 =

 . 

)הוכח כי הפונקציה רציפה בנקודה  . א )0,0. 

)חשב את הנגזרות החלקיות של הפונקציה בנקודה   .ב )0,0. 

 .f(0,0)חשב את  . ג

)בדוק דיפרנציאביליות הפונקציה בנקודה  .ד )0,0. 

)בנקודה   fמצא את הנגזרת המכוונת של הפונקציה  .ה )0,0 , 

,1) וקטורובכיוון ה 1)u = −. 

 בדרך שונה מהדרך בסעיף ד'.  ,הסבר מדוע הפונקציה אינה דיפרנציאבילית .ו
 

2פונקציה  ה (15 2 2( , , ) 2 4f x y z x y z= + )מתארת טמפרטורה בנקודה  ,+ , , )x y z. 

,2)מהי הטמפרטורה בנקודה  . א 4,1)? 

)אוסף הנקודות  .ב , , )x y z,  20בהן הטמפרטורה שווה, 
 מהווה משטח מפורסם. מהו? 

,2)נמלה שנמצאת בנקודה  . ג  לטמפרטורה גבוהה יותר.רוצה להגיע  (4,1
 על מנת שקצב שינוי הטמפרטורה יהיה מקסימלי? ,באיזה כיוון עליה לנוע

1z)מישור   1הנמלה שלנו נמצאת כעת על שולחן בגובה  .ד =) , 
,2)בנקודה   ,היא רוצה להגיע לטמפרטורה גבוהה יותר , כמו בסעיף ג. (4,1

 את השולחן. לעזוב סור להאך הפעם א 
 ? באיזה כיוון עליה לנוע על מנת שקצב השינוי שלה יהיה מקסימלי

 

ה (16 2שעל המשטח  ,(2,1,14)מוחזקת בנקודה  גֻּלָּ 220 2z x y= − −. 
המשחררים את ה  והיא מתחילה לנוע על המשטח כלפי מטה.  גֻּלָּ

 מהו המשטח הנתון? . א

)קטור ומצא את הו  .ב , , )u a b c=, ההמתאר את כיוון הנפילה של ה  . גֻּלָּ

 

)תהי  (17 ),f f x y=  :פונקציה דיפרנציאבילית בכל המישור, המקיימת 

1. ( )
2

2 4,
2

x
f x x x=  .xלכל  +

)הנגזרת המכוונת של  .2 ),f x y בנקודה ,( , בכוון הווקטור 1,1(
4 3

,
5 5

 
 
 

, 

 .1שווה 

)בנקודה   fחשב את הגרדיאנט של  )1,1. 
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)נתונה  (18 , , )f f x y z= ימתיהמק  ,דיפרנציאבילית  ( )2 2, , 2f x y x y x y+ = +. 

נתון כי  
5

(0, 2, 4)
3

f

u


= −


)כאשר   , 2,1, 2)u = −. 

,0)חשב את  2, 4)f. 

 

נתונה הפונקציה  (19
1 2

3 3( , ) 12f x y x y= . 

(8,1) חשב את . א
f

u




,3)  וקטורוהבכיוון   4)u =. 

   . (0,0)בדוק האם הפונקציה דיפרנציאבילית בנקודה  .ב

(0,0)חשב   . ג
f

v




 ית והיוצר זו, vבכיוון וקטור , 

 .x-ה עם הכיוון החיובי של ציר

(0,0)הנגזרת המכוונת  ,באיזה כיוון  .ד
f

v




 תהיה מקסימלית?  

 מהו הערך המקסימלי של הנגזרת? 

 

)נתונה הפונקציה  (20 )
2

2

1
sin 20 21 0

,

21 0

x x y x
f x y x

y x


+ + 

= 
 =

 . 

(0,0)מתקיים  mעבור אלו ערכים של   . א
ˆ

f
m

u





 ?û לכל וקטור יחידה ,

(0,0)המקיים  ,ûמצא וקטור יחידה   .ב 0
ˆ

f

u


=


. 

 
 

 הערות סימון 

(1,0) :2 במישור (1 , (0,1)= =i j ,ולכן ניתן לסמן וקטור במישור בשתי דרכים : 

( , )u x y= או  u x y= +i j. 

(3,4) :למשל  3 4u u=  = +i j. 

(1,0,0): 3  במרחב , (0,1,0) , (0,0,1)= = =i j k, 

)  ים:ולכן ניתן לסמן וקטור במרחב בשתי דרכ , , )v x y z= ,או  v x y z= + +i j k. 

(3,4,5) :למשל  3 4 5u u=  =  +  + i j k. 

 . uאו   uגם  u יש המסמנים וקטור (2

 
 .ûוקטור יחידה יסומן  (3
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 תשובות סופיות 

)א. הגרדיאנט  (1  . 10ב. אורך הגרדיאנט  .6,8(

2) 
48

5
 3) 

1

2
 4) 7.5 2 

5) 3 13 6) 
88

3
 7) 

1
5

5
 

)וקטור והנגזרת המכוונת מקסימלית בכיוון ה (8  .2- ושווה ל 1,1(

 . 22-ושווה ל (12-,12,14)קטור והנגזרת המכוונת מקסימלית בכיוון הו (9

)וקטורובכיוון ה (10 )2, 2, 2− −. 

8א.  (11 3 8ב.    +2 2 )ג.   +3 )
1 3

: 1,2,4 , ,8 2 3
2 2

t
 

+ +  
 

 

12) 
1

2
2
− 

א.  (13
1 5

3
2 2

− )  ב.  + )5,1u  ג. לא.   .)יש עוד( =

,1  ב.  א. הוכחה. (14 0x yf f= )ג.   = )(0,0) 1,0f = 

 0 ה.   נציאבילית. ד. לא דיפר

) בכיוון הוקטורג.   ב. אליפסואיד.  מעלות.  73א.  (15 )8,32, 2 . 

)קטור וד. בכיוון הו  )8,32 . 

,4,4)ב.    א. פרבולואיד. (16 32)u = − 

17) ( )
1

1,1
3

f
− 

 =  
 

 

18) (0, 2, 4) (2, 3,1)f = − 

א.  (19
67

5
)ג.  לא דיפרנציאבילית.  ב.   )

1
3 312 cos cos − 

54.73  ד. =, ( )
1

3(0,0) 12 2 / 27
f

Max
v


=


 

29mא.  (20    .ב( )ˆ 21/ 29, 20, 29u =  )יש אחרים(. −

1
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 הפן הטכני  –פונקציות סתומות 

 שאלות 

2כאשר  ,y'מצא את   (1 5 1x y xy+ = +, 

 .y(0)'חשב את ו

 

2כאשר  ,y(1)'מצא את   (2 2 5 4x ye x y x+ = −. 

 

)''מצא את   (3 ) , '( )y e y e , 2כאשרln ln 1x y+ =. 

 

נתון  (4
2 22 ( )sin 0x yz e x y z+− + + = ( )( , ) 0z z x y= . 

,(0,0)חשב את  (0,0)
z z

x y

 

 
. 

 

נתון  (5
2 22 4( )sinx yz e x y z e+− + + = − ( )( , ) 0y y x z= . 

,(0,0) חשב את (0,0)x zy y. 

 

נתונה המשוואה  (6
1 1

x y x y f
x z

 
− =   − 

 
. 

2הוכח כי   2 2

x yx z y z z +  =. 

 

3נתון  (7 2 0z xz y− + = ( )( , ) 0z z x y= . 

 .xxz(1,1)מצא  

 

3 נתונה משוואה (8 3 4z xyz− ,2,1) ונקודה =  : מצא .−(2

 xxz(2,1) . א

 xyz(2,1) .ב

 yyz(2,1) . ג
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נתונה מערכת משוואות:  (9
2

2

3

2 2

u v x y

u v x y





− = +

− = −
. 

,את  חשב . א , ,x x y yu v u v. 

xyהראה כי   .ב yxu u=. 

 
 אין להסתמך על משפט הנגזרות המעורבות. הערה: בסעיף ב' *
 

2 נתונה מערכת משוואות: (10 2

3 3

x u v

y u v

w u v

= +


= +


= +

. 

x,את  חשב . א yw w. 

x,חשב   .ב wy y . 

 

נתונה מערכת משוואות:  (11
4

4

xyz

x y z

=


+ + =
. 

)''הוכח כי   ) ''( ) 0z x y x+ =. 
 

נתונה המערכת:  (12
cos sin ln ( )

sin cos '( )

x u y u z f u

x u y u f u

+ + =

− + =

. 

 הוכח כי: 

) . א ) ( )
22 2

x yz z z+ = 

xy .ב yxz z= 
 

 הערה: בסעיף ב' אין להסתמך על משפט הנגזרות המעורבות. *
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 תשובות סופיות 

1) 
1

'(0)
5

y = 

2) '(1) 5y = 

3) 
2 3

2 6
'( ) , ''( )y e y e

e e
= − = 

4) 
sin1

(0,0) (0,0)
2

x yz z= = − 

5) 
4

1
(0,0) 0, (0,0)

2
x zy y

e
= = 

 הוכחה.שאלת  (6

7) (1,1) 16xz = − 

8) (2,1) (2,1) 1, (2,1) 4xx xy yyz z z= = = 

  א. (9
12 1 4 2 3 2 4 1 1

, , ,
8 1 8 1 8 1 8 1 8

x y x y

v v u u
u u v v uv

uv uv uv uv

− + − +  
= = = =  

− − − −  
 

 הוכחה. שאלת ב.

)א.  (10 )
3

3 , ( )
2

w w
uv v u u v

x y

 
= − = + 

 
 

)ב.   )
2 2

,
3( )

y uv y
u v

x v u w v u

 
= − =  

 +  +
 

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

1
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 תאורטיהפן ה – פונקציות סתומות 

 שאלות 

5נתונה המשוואה  (1 3 2 1y y y x+ + = −. 

 שבה המשוואה מגדירה  ,(2,1) הנקודהשקיימת סביבה של הוכח  . א

)  פונקציה )y f x=. 

 .f(2)'חשב את  .ב

) בדוק האם מתקיימים תנאי מ.פ.ס בנקודה . ג 2,1)−. 

) הוכח שהמשוואה מגדירה פונקציה  .ד )y f x= לכל  x .ממשי 

 

2נתונה המשוואה  (2 17yx y e+ + =. 

 שבה המשוואה מגדירה  ,(4,0) הנקודהשקיימת סביבה של הוכח  . א

)  פונקציה )y y x=. 

בדוק האם העקום המתאר את המשוואה עולה או יורד בנקודה בה   .ב
4x =. 

 מ.פ.ס מתקיים עבור כל נקודה שמקיימת את המשוואה. -הוכח ש . ג

)מגדירה פונקציה  הוכח שהמשוואה .ד )y f x=   לכלx .ממשי 

 השווה בין התוצאות של סעיף ג' ושל סעיף ד'. .ה

 

3 נתונה המשוואה (3 3 2 23 6 3 12 7 0y x y x y x− − + + − + =. 

) בדוק האם מתקיימים תנאי משפט הפונקציה הסתומה בנקודה . א )2,1. 

 בסביבת הנקודה? xכפונקציה של  y  האם המשוואה מגדירה את .ב

 האם תשובתך בסעיף ב' עומדת בסתירה לתשובתך בסעיף א'? . ג

 

) לגבי כל אחת מהמשוואות הבאות הגדר פונקציה (4 , )F x y ,מתאימה 

0 ובדוק האם קיימת נקודה 0( , )x y , .כך שמתקיימים תנאי מ.פ.ס 

 . בדוק בכל מקרה מה ניתן להסיק מהמשפט

2 . א 2 4 0x y+ + = 

40 .ב 100xy x− = 

2 . ג 2 3x y− = 
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3נתונה המשוואה  (5 32 6 0x y xy+ − =. 

 הנקודות עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה. מצא את כל  . א

 עבור נקודות אלה.  y' חשב את .ב

 מה תוכל לומר בשלב זה על הנקודות בהן לא מתקיים מ.פ.ס?  . ג

  ,על סמך השרטוט, וקבע ,השתמש בתוכנה גרפית לשרטוט המשוואה .ד
ת  בהן מ.פ.ס לא מתקיים, קיימת סביבה המכילה אהאם בנקודות 

 .x הוא פונקציה של y הנקודה ובה

 

) נתונה המשוואה הבאה:  (6 ) 3 3. 0 3 0a x y axy + − = 

 מצא את כל הנקודות עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה.  . א

 עבור נקודות אלה.  y'' חשב את .ב

 

2נתונה המשוואה  (7 2 2x y R+ =. 

 מצא את כל הנקודות עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה.  . א

 קבע האם בנקודות בהן לא מתקיים משפט הפונקציות הסתומות, .ב
)פונקציה   קיימת סביבה של הנקודה בה המשואה מתארת )y f x=. 

 עשה זאת בשתי דרכים:

 תיאור גרפי של העקום. על ידי  .1

 על ידי חישוב. .2

 

4נתונה המשוואה  (8 4 0ax y xy+ −  קבוע ממשי. aכאשר , =

)ידוע שהנקודה   )0 , 0.5x   מקיימת את המשוואה, אך לא מקיימת את תנאי

 משפט הפונקציה הסתומה. 

 . a ואת הקבוע 0xמצא את   . א

האם קיימות נקודות נוספות, שמקיימות את המשוואה הנתונה אך לא  .ב
 מקיימות את מ.פ.ס? אם כן, מצא אותן. 

  ,על סמך השרטוט ,וקבע ,השתמש בתוכנה גרפית לשרטוט המשוואה . ג
  בה המכילה אתהאם בנקודות בהן מ.פ.ס לא מתקיים, קיימת סבי

 .x הוא פונקציה של y הנקודה ובה
קיימת  שעבור הנקודה החיובית שלא מ הוכח, ללא שימוש בתוכנה גרפית, .ד

פונקציה  כ yאת מ.פ.ס, לא קיימת סביבה שבה המשוואה מגדירה את  
 .xשל 
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ln נתונה המשוואה (9 ln 1xy y x= − +. 

 מצא את כל הנקודות עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה.  . א

 עבור נקודות אלה.  y' חשב את .ב

 מה תוכל לומר בשלב זה על הנקודות בהן לא מתקיים מ.פ.ס?  . ג

  ,על סמך השרטוט ,וקבע ,השתמש בתוכנה גרפית לשרטוט המשוואה .ד
האם בנקודות בהן מ.פ.ס לא מתקיים, קיימת סביבה המכילה את  

 .x הוא פונקציה של y הנקודה ובה

  ,ללא שימוש בתוכנה גרפית, קבע האם בנקודות בהן מ.פ.ס לא מתקיים .ה
 המכילה את הנקודה ובה המשוואה מתארת פונקציה.  קיימת סביבה

 

)נתונה המשוואה  (10 2) ln ln 1e x y y− + = −. 

) בדוק האם מ.פ.ס מתקיים עבור הנקודה . א , )e e. 

x  מקיימותכמה נקודות על העקום הנתון  .ב e=? 

 האם תשובתך בסעיף ב' עומדת בסתירה לתשובתך בסעיף א'? . ג

 מצא את כל הנקודות המקיימות את מ.פ.ס.  .ד

 חשב את הנגזרת בנקודות הנ"ל.  .ה

האם בנקודות בהן לא מתקיים  ,השתמש בתוכנה גרפית על מנת לקבוע .ו
)ניתן למצוא סביבה שבה המשוואה מגדירה פונקציה  ,המשפט )y f x=. 

 חזור על סעיף ו', רק הפעם תן הוכחה ללא איור.  .ז

 

3נתונה המשואה  (11 6 sin 8y x y+ = ,0)ונתונה נקודה , − 2)−. 

)הוכח שהמשוואה מגדירה פונקציה  . א )y y x= .בסביבת הנקודה 

)פתח את  .ב )y x  2מסדר  לטור מקלורן. 

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (12

) נסח את משפט הפונקציות הסתומות עבור . א )x g y=. 

)נתונה המשוואה  .ב )2 2lnx x y= +. 

)הוכח כי קיימת סביבה של הנקודה   xהמשוואה מגדירה את  , שבה0,1(

), yשל  כפונקציה )x g y=. 

 .g(1)'חשב את  . ג
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lnנתונה המשוואה  (13 ln 1xy y x= − +. 

 xאת  שבה המשוואה מגדירה  ,(1,1) הראה כי קיימת סביבה של הנקודה . א

., yכפונקציה של  ( )x g y= 

)היא נקודת מקסימום מקומי של  (1,1)הוכח שהנקודה  .ב )g y. 

 

2 האם המשוואהב, - בסעיפים א  (14 23 4 7x y yz xz− − = : 

)מגדירה פונקציה סתומה  . א , )z z x y= בסביבת הנקודה ( )1,1, 2−? 

)מגדירה פונקציה סתומה  .ב , )y y x z= בסביבת הנקודה ( )1,1, 2−? 

)הוכח שהפונקציה  . ג , )y y x z= דיפרנציאבילית בנקודה ( )1, 2−. 

 

3 נתונה המשוואה (15 3 3 2 2 23 3 3 3 1x y z x y xy z z− − − + + = −. 
 האם המשוואה:  ,על סמך מ.פ.סב, - בסעיפים א 

)מגדירה פונקציה סתומה  . א , )z z x y= בסביבת הנקודה ( )1, 2,0? 

)מגדירה פונקציה סתומה  .ב , )z z x y= בסביבת הנקודה ( )4, 4,1? 

 שהמשוואה מגדירה פונקציה סתומה , ללא שימוש במ.פ.סהוכח,  . ג

( , )z z x y=,  בסביבת הנקודה( )4, 4,1. 

 

)sin נתונה המשוואה (16 ) sin( ) 1x y y z+ + + =. 

)מצא נקודה שבסביבה שלה המשוואה מגדירה פונקציה  , )y y x z= , 
 ומצא את הנגזרות החלקיות של הפונקציה המתאימה. 

 

 נתונה מערכת המשוואות:  (17

                                                           2 2 3 31) , 2) , 3)x u v y u v w u v= + = + = + 

)  בדוק האם מתקיימים תנאי משפט הפונקציה הסתומה עבור . א , )w w x y= ,

)בנקודה  , , , , ) (1,1,0,1,1)x y u v w =. 

x,במידה שכן, חשב בנקודה את  yw w . 

)עבור הנקודה  ,חזור על סעיף א' .ב , , , , ) (2,2,1,1,2)x y u v w =. 

)האם קיימת סביבה של הנקודה  . ג , , , , ) (2,2,1,1,2)x y u v w שבה מערכת  ,=

)המשוואות מגדירה פונקציה  , )w w x y=? 

x,במידה שכן, חשב בנקודה את  yw w . 

עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה  ,את כל הנקודות במישור  מצא .ד
)ר  עבו , )w w x y=. 
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 ות: נתונה מערכת המשווא (18
                    1) cos cos , 2) sin cos , 3) sin ( , , 0)x a y b z c a b c    = = =  

)  בדוק האם מתקיימים תנאי משפט הפונקציה הסתומה עבור . א , )x y = ,

בנקודה 
0P,   0המתאימה לערכים 0

6


 = =. 

x,חשב בנקודה את  ,במידה שכן y  . 

 בדוק תשובתך על ידי חישוב ישיר. 

)  בדוק האם מתקיימים תנאי משפט הפונקציה הסתומה עבור .ב , )z z x= ,

0המתאימה לערכים   ,0Pבנקודה  0
6


 = =. 

,חשב בנקודה את  ,במידה שכן xz z . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

ב.   א. הוכחה. (1
4

9
 ד. הוכחה.   ג. כן.   

 ג. הוכחה.  ב. העקום יורד. א. הוכחה. (2
 ה. תוצאת סעיף ד' טובה יותר. הוכחה. ד. 

 ג. לא.   ב. כן.    א. לא מתקיימים.  (3
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 את תנאי מ.פ.ס.  למשל, מקיימת (1,140)הנקודה  ב.  א. לא קיימת.  (4

 את תנאי מ.פ.ס.  למשל, מקיימת (2,1)הנקודה ג. 

)כל נקודה א.  (5 , )x y מהנקודות  שונהואשר המשוואה,  שעל( )(0,0), 2, 2 . 

ב.  
2

2

2 2
'

2

x y
y

y x

−
= −

−
 ד. לא. ג. כלום!  

)מהנקודות  שונהאשר על העקום הנתון כל נקודה א.  (6 )3 3(0,0), 4 , 2a a. 

ב.  
( )

2 2
2 2

2 2

2
2

2 ( ) 2 ( )

''

x ay x ay
x a y ax y a x ay

y ax y ax
y

y ax

      − −
− − − − − − −      

− −      = −
−

 

) המעגל אשר שונות מהנקודותכל הנקודות על  .א (7 ,0), ( ,0)R R−. 
 לא קיימת סביבה כנדרש.ב. 

0א.  (8

1
, 3

2
x a= ,(0,0)כן,  ב.   = ( 0.5, 0.5)− −. 

 הוכחה.שאלת ד.   ג. לא. 

)כל נקודה א.  (9 , )x y שעל ln ln 1xy y x= −  .(1,1) המהנקוד שונהואשר , +

ב.  
1

1
' x

y

y
y

x

+
= −

−
 ד+ה. לא קיימת.   ג. כלום!  

 ג. לא.   ב. שתי נקודות.   א. כן.  (10

)כל נקודה על העקום אשר שונה מהנקודה  ד.  )1,1. 

)ה.  )
(2 )

0, 0, ( , ) (1,1) '( )
(1 )

e y
x y x y y x

x y

−
   =

−
 

 הוכחה.שאלת ז.  ו. לא ניתן. 

2ב.   הוכחה.שאלת א.  (11

2

1 1
( ) 2 sin 2 sin 2(sin 2 2cos 2)

2 8
p x x x= − +  + − 

(1)'ג.   הוכחה.שאלת ב.   א. ראה סרטון.  (12 2g = − 

 הוכחה.שאלת ב.   א. הוכחה. (13

 הוכחה.שאלת ג.   ב. כן.    א. לא.  (14

 הוכחה.שאלת ג.  ב. לא ניתן לדעת.   א. כן. (15

0,0,0.5)הנקודה היא  (16 )  :0,0,0.5)והנגזרות הן ) 1 , (0,0,0.5 ) 0x zy y = − = 

(1,1)א.  (17 0
w

x


=


 ,

3
(1,1)

2

w

y


=


 ב. לא מתקיימים.   

(2,2)ג.  3 , (2,2) 3x yw w= − 2ד.    = 21
( , ) |

2
D x y R y x

 
=   
 

 

א.  (18
1

y b


=


 ,

3

b

ax


= −


ב.    

3

2

z
c




= −


 ,

2

a

z c

x


= −


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 שימושים גאומטריים

 שאלות 

נתון משטח המוגדר ע"י הפונקציה   (1
2 2

2 3
4 9

x z
y+ + =   ( )0z . 

,2בה   ,Pמהי משוואת מישור משיק למשטח בנקודה  1x y=− =. 

 

8xyzמצא משוואה של מישור משיק למשטח  (2 )בנקודה  = 2,2, 2)− −, 

 משוואה של הישר הפרמטרי הניצב למשטח הנתון בנקודה זו.  וכן
 

2מצא מישור המשיק למשטח  (3 2 28 21 27x y z+ = −, 

8  המקביל למישור 18 0x y z+ + =. 

 

xלמשטח  (4 y z a+ +  מעבירים מישור המשיק בנקודה כלשהי. =

,מישור זה חותך את הצירים   ,x y z  בנקודותA,B,C, .בהתאמה 

O:  נסמן (0,0,0)=. 

 . OA + OB + OC = a  הוכח
 אינו תלוי בנקודת ההשקה(  מוכיחים שסכום הקטעים   למעשה)

 

2המשטח נתון  (5 2 23 2 8x yz y xz z+ = ,1)הנקודה ונתונה  ,− 2, 1)−. 

3חותך את המישור  ,הישר הנורמלי למשטח בנקודה הנתונה 2 10x y z+ − =, 
 .Qבנקודה 

 . Qמצא את הנקודה 
 

2 הראה שהמשטח (6 32 4x yz y− +  לכל אחד מחברי משפחת מאונך  =

2המשטחים   2 21 (2 4 )x a y az+ = − ,1) בנקודת החיתוך ,+ 1, 2)−. 
 

:מצא משוואת הישר המשיק לעקום  (7 6sin , 4cos3 , 2sin 5C x t y t z t= = =, 

בנקודה בה  
1

4
t =. 
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 ענה על הסעיפים הבאים: (8
:נתון עקום   . א ( ) , ( ) , ( )C x x t y y t z z t= = =, 

)ונתונה נקודה  )0 0 0P , ,x y z,  המתקבלת מהצבת
0t t=  .במשוואת העקום 

 הוכח כי משוואת המישור הנורמל לעקום היא  

   0 0 0 0 0 0'( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( ) 0x t x x y t y y z t z z − +  − +  − =. 

 מצא את משוואת המישור הנורמל לעקום   .ב

     : 6sin , 4cos3 , 2sin 5C x t y t z t= = =, 

0.25tבנקודה בה   =. 
 

נתונות שתי העקומות:   (9
2 2

1

2

2

: 2 1 1

: 1

C x t y t z t t

C x s y s z s

= + = − = +

= = − = −
. 

 וכי שתיהן נחתכות בנקודה ,Sנתון כי שתי העקומות נמצאות על משטח 
 .xy  הנמצאת במישור

 מצא את נקודת החיתוך בין שתי העקומות.  . א

 צא את משוואת המישור המשיק לשתי העקומות בנקודת החיתוך מ .ב
 שבין שתי העקומות. 

 

נתונות שלוש עקומות:   (10

2 2

1

2

2

2

3

: 2 1, 1,

: , , 1

: 2, , 1

C x t y t z t t

C x s y s z s

C x u y u z u

= + = − = +

= = − = −

= + = = −

. 

 וכי שלושתן נחתכות בנקודה ,S  נתון כי שלוש העקומות נמצאות על משטח
 .xy  הנמצאת במישור

 מצא את נקודת החיתוך בין שתי העקומות.  . א

 ? נמק! S  האם בנקודה הנ"ל ניתן להעביר מישור משיק למשטח .ב

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (11

הוכח שמשוואת הישר המשיק לעקום:  . א
( , , ) 0

( , , ) 0

F x y z

G x y z

=


=
, 

:היא   ,שעליו P בנקודה P (P) (P)t F G+  . 

,1)בנקודה  .ב  את משוואת הישר המשיק לעקום: מצא  ,−(1,1

      
2

2 2

2 3

3 2

xz x y

x y y z

 − =


+ = −
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 ענה על הסעיפים הבאים: (12

הוכח שמשוואת המישור הנורמלי לעקום   . א
( , , ) 0

( , , ) 0

F x y z

G x y z

=


=
, 

0היא   ,שעליו Pה בנקוד 0 0( ) ( ) ( ) 0a x x b y y c z z− + − + − =, 

)כאשר  , , ) (P) (P)a b c F G= . 

,1)בנקודה  .ב  את משוואת המישור הנורמלי לעקום:  מצא  ,−(1,1

      
2

2 2

2 3

3 2

xz x y

x y y z

 − =


+ = −
 

 

2נתונה הפונקציה  (13 3:r 2, על ידי  → 2cos , sin ,x u v y u v z u v= = = +. 
 מהן הנקודות שעבורן קיים מישור משיק? 

)מצאו את משוואת המישור המשיק, בנקודה   ) ( ), 1,0u v =. 

 

 מצא ביטוי לווקטור היחידה, המאונך למשטח  (14
sin cos , sin sin , cosx u v y u v z u= = =, 

עבור     0, , 0, 2u v  . 

 באיזה משטח מדובר? 
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 תשובות סופיות 

1) 3 6 2 18 0x y z− + + = 

2) 6 0 , ( 2,2, 2) (1, 1,1)x y z t− + + = − − + − 

3) 8 18 21 , 8 18 21x y z x y z+ + = + + = − 

 הוכחה.שאלת  (4

5) (7, 9, 15)Q − − 

 הוכחה.שאלת  (6

7) ( ) ( ): ( , , ) 3 2, 2 2, 2 3 2, 6 2, 5 2x y z s= − − + − − 

3ב.   הוכחה. שאלת א.  (8 6 5 26 2x y z− − = 

,1)א.  (9 1,0)P 2ב.    − 1x z− = 

,1)נקבל שנקודת החיתוך היא א.  (10 1,0)P  ב. לא. .−

)ב.   הוכחה.שאלת א.  (11 , , ) (1, 1,1) (3,16,2)x y z t= − + 

3ב.   הוכחה. שאלת א.  (12 16 2 11x y z+ + = − 

)כל נקודה, למעט   (13 )0,0,0. 2 1x z− + = − 

14) 
( )
2 2 2

, ,
ˆ

x y zn
n

n x y z
= =

+ +
 ,1, כדור שמרכזו בראשית הצירים, עם רדיוס 

2שנוסחתו:  2 2 1x y z+ + =. 

1

פרק 7פונקציות סתומות - שימושים גיאו...

103

103



מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
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 אינטגרלים כפולים

 שאלות 

 :3-1בשאלות  חשב את האינטגרלים

1) ( )
1 1

0 0

x y dxdy+  

 

2) 
2

1

2

0

x

x

xy dydx  

 

3) 
2

2 2

0 0

sin  

a

d r dr



   

 

)באינטגרל   , )
D

f x y dxdy ,ר:הצב את הגבולות בשני סדרי האינטגרציה כאש 

4) D–  :משולש בעל הקודקודיםB(1,1),A(1,0),O(0,0). 

 

5) D –  :משולש בעל הקודקודיםB( 2,1),A(2,1),O(0,0)−. 

 

6) D –  :טרפז בעל הקודקודיםC(0,1),B(1,2),A(1,0),O(0,0). 

 

7) D –   2עיגול 2 1x y+ . 

 

8) D –   2עיגול 2x y y+ . 

 

9)  2( , ) | 1,D x y y y x=   

 

10)  2 2( , ) |1 4D x y x y=  +  

  

1

פרק 8אינטגרלים כפולים

104

104



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר בסרטוני וידאו היכנסו ללפתרון מלא  

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 : 15-11בשאלות חשב את האינטגרלים 

11) 2

D

xy dxdy, כאשר  D  2חסום ע''י הפרבולה 4y x=   1והישרx =. 

 

12) 
4D

dxdy

x−, כאשר  D מעגל צירי הקואורדינטות והקשת הקצרה של  חסום ע''י

 .(2,2) השמרכזו בנקוד 2רדיוס בעל 

 

13) | |
D

x y dxdy, כאשר  D  עיגול בעל הרדיוסa,  .שמרכזו בראשית     

 

14) 2 2( )
D

x y dxdy+ ,כאשר D מקבילית בעלת הצלעות  

( 0) 3 , , ,a y a y a y x a y x = = = + =. 

 

15) 
2 2

cos

D

y
dA

y +, כאשר  D 1  התחום הכלוא בין, 0, ,x y y y x = − = = =. 
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 שובות סופיות ת

1) 1 

2) 
1

40
  

3) 
3

3

a
  

4) 
1 1 1

0 0 0

( , )  ( , )

x

y

dx f x y dy dy f x y dx=    

5) 
22 1 0 1 1

0 /2 2 /2 0 2

( , ) ( , )  ( , )

y

x x y

dx f x y dy dx f x y dy dy f x y dx
− − −

+ =      

6) 
1 1 1 1 2 1

0 0 0 0 1 1

( , )  ( , ) ( , )

x

y

dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx

+

−

= +      

7) 

22

2 2

11 1 1

1 11 1

( , ) ( , )

yx

x y

dx f x y dy dy f x y dx

−−

− −− − − −

=    

8) 

2
2

2
2

1 1

1/2 12 4

1/2 01 1

2 4

( , ) ( , )

x
y y

y yx

dx f x y dy dy f x y dx

+ −
−

− − −− −

=    

9) 
2

1 1 1

1 0

( , ) ( , )

y

yx

dx f x y dy dy f x y dx
− −

=    

10) 

2 2

2 2

2 2

2 2

4 11 1

2 14 4

4 41 2

1 11 4

( , ) ( , )

( , ) ( , )

y y

y y

y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx

dy f x y dx dy f x y dx

− − −−

− −− − − −

− −

− − − −

+ +

+ +

   

   

 

11) 
32

21
 

12) 
16 2

8
3

− 

13) 
4

2

a
 

14) 414a 

15) 0 

1
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 החלפת סדר אינטגרציה

 שאלות 

 : 6-1בשאלות  החלף סדר אינטגרציה באינטגרלים 

1) 

2 2

0

( , )
x

x

f x y dydx  2) 
2

2 2

6
1

4

( , )
x

x

f x y dydx
−

−
−

  

3) 

2

3

1

0

( , )
x

x

f x y dydx  4) 

2

2

1 1

1 1

( , )
x

x

f x y dydx
−

− − −

  

5) 

22 2

1 2

( , )
x x

x

f x y dydx
−

−
  6) 

ln

1 0

( , )
e x

f x y dydx  

 

 

 (: שנה את סדר האינטגרציהחשב את האינטגרלים הבאים )רמז: 

7) 
3

4 2

0

x

y

e dxdy  8) 

43

0 1

( )

y

x y dxdy

−

+  

9) 

2/3

2

2

1

0

( , 0)
y

x

y

x y e ydxdy   10) 

4 4
2

0

sin( )
x

y dydx  
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 הערות סימון 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h x h xb b

D D a g x a g x

v y v yd d

D D c u y c u y

f x y dA f x y dydx f x y dydx dx f x y dy

f x y dA f x y dxdy f x y dxdy dy f x y dx

= = =

= = =

     

     

 

 

 
 

, ישנם מרצים שלא מקפידים, ורושמים למשל את האינטגרל  םליבכלתשומת 
( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dydx  כך:  
( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dxdy רישום זה אינו שגוי מאחר שכפל  . 

 .זהים dydx-ו dxdy מיםהוא חילופי. כלומר הרישו

  

2 1 

1
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 תשובות סופיות 

1) 
2 4 2

0 /2 2 /2

( , ) ( , )

y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+    

2) 

2 1 20 8

1 02 1 2 1

( , ) ( , )

y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx

+ −

− − + − +

+    

3) 

31

0

( , )

y

y

dy f x y dx  

4) 

2

2

1 10 1

1 0 11

( , ) ( , )

y y

yy

dy f x y dx dy f x y dx

− −

− − −− −

+    

5) 

21 11

0 2

( , )

y

y

dy f x y dx

+ −

−

  

6) 
1

0

( , )
y

e

e

dy f x y dx  

7) ( )81
1

3
e − 

8) 
241

60
 

9) 
1

( 2)
4

e − 

10) 
1

(1 cos16)
2

− 

1
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 9 - שימושי האינטגרל הכפול

תוכן העניינים

1. שימושי האינטגרל הכפול י 110
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 שימושי האינטגרל הכפול

 שאלות 

 : העקומים  י"החסומים ע שטחי התחומיםחשב את  4-1בשאלות 

1) 22, 4 4x y x y+ = − = 

 

2) 2 5
( 0) ,

2
a xy a x y a = + = 

 

3) 2 29 , 9 9y x y x= − = − 

 

4) 23, 4x y y x+ = = 

 
 

 :החסומים ע''י המשטחים נפחי הגופיםחשב את   10-5בשאלות 

5) 1 , 0, 1, 0, 0z x y z x y x y= + + = + = = = 

 

6) 2 2 20 , , 1,z z x y y y x= = + = = 

 

7) 2 2
( 0) 0, , 0.5 , 2 ,x z z x y y x y x y

x
 = = + = = = 

 

8) 20, 1, 2
4 2 4

x y z
z y x= + + = = 

 

9) 
2

2( 0) 1,
4

y
z x z y + = = 

 

10) , 6, 0, 0, 0z x y z x y z= + = = = = 
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)ללוח דק בצורת משולש, שקדקודיו הם  (11 ) ( ) ( )0,1 , 0,0 , 1,0, 

. יש פונקציית צפיפות ( , )x y xy = 

 חשב את מסת הלוח.  . א

 חשב את מרכז הכובד של הלוח.  .ב

 

)ללוח דק בצורת מלבן  (12 ), | ,
2 2 2 2

b b a a
R x y y x

 
= −   −   
 

, 

 יש פונקציית צפיפות קבועה )הלוח הומוגני(. 
 . z-חשב את מומנט ההתמד של הלוח סביב ציר ה 

 .M, של הלוח בטא את תשובתך באמצעות המסה 

 

2של חלק הגליל  שטח הפניםמצא את  (13 2 4x z+   הנמצא מעל למלבן ,=

 ( , ) | 0 1, 0 4R x y x y=    ,   שבמישורxy . 
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 תשובות סופיות 

1) 
64

3
 

2) 2 15
2ln 2

8
a
 

− 
 

 

3) 32 

4) 
64

3
 

5) 
5

6
 

6) 
88

105
 

7) 
17

6
 

8) 
1

16
5

 

9) 
8

3
 

10) 36 

. א (11
1

24
ב.    

2 2
,

5 5

 
 
 

 

12) 
( )2 2

12

M a b+
 

13) ( )1
5 5 1

6
 − 

1
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 10 - אינטגרלים כפולים בקואורדינטות קוטביות (פולריות)

תוכן העניינים

1. אינטגרלים כפולים בקואורדינטות קוטביות י 113

112

112



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilר אתלפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 אינטגרלים כפולים בקואורדינטות קוטביות )פולריות(

 שאלות 

2חשב   (1 2

D

x y dA+,   כאשרD  .התחום המתואר בשרטוט 

 בסעיף ט אל תחשב את האינטגרל המתקבל לאחר המעבר לקואורדינטות קוטביות.* 

  .ג  .ב  .א

   

   

  .ו  . ה  .ד

   

   

  .ט  . ח  .ז
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 תוך מעבר לקואורדינטות קוטביות:  ,17-2בשאלות את האינטגרלים חשב 

2) 

21 1

1 0

x

dydx
−

−
  3) 

2

2

1 1

1 1

x

x

dydx
−

− − −

  

4) 

211
2 2

0 0

( )

y

x y dxdy

−

+  5) 

2

2

11
2 2

1 1

( )

y

y

x y dxdy

−

− − −

+  

6) 

2 2

2 2

a a x

a a x

dydx
−

− − −

  7) 

242
2 2

0 0

( )

y

x y dxdy

−

+  

8) 

6

0 0

y

xdxdy  9) 

2

0 0

x

ydydx  

10) 

2

0 0

2 2
1 1

2

1
x

dydx
x y− − −

+ +
  11) 

2

1 0 2 2

2 2
1 1

4

1
y

x y
dxdy

x y− − −

+

+ +  

12) 

2 2

2 2
ln 2ln2

0 0

y
x ye dxdy

−
+

  13) 

2

2 2
1 1

( )

0 0

x
x ye dydx

−
− +

  

14) 

21 ( 1)2

2 2
0 0

x
x y

dydx
x y

− −
+

+  15) 
2

2 0
2

0 1 ( 1)y

xy dxdy

− − −

  

16) 

2

2

11
2 2

1 1

ln( 1)

y

y

x y dxdy

−

− − −

+ +  17) 

2

2

1 1

2 2 2
1 1

2

(1 )

x

x

dydx
x y

−

− − −
+ +  

 

 : המתואר נפח הגוףחשב את  20-18שאלות ב

2  הגוף הכלוא בין פני הכדור (18 2 2 9x y z+ + 2 בין הגלילל = 2 1yx + =. 

 

2 הגוף הכלוא בתוך הגליל (19 2 2x y y+ 2 החרוטבין  ,= 2z x y=   מלמעלה +

 מלמטה.  xy  מישורהלבין 

 

2  הגוף הכלוא בתוך הגליל  (20 2x y x+ 2 בין הפרבולואיד ,= 21z x y= − −

 מלמטה.  xy  מלמעלה לבין מישור

 

2  החסום על ידי שטח התחוםחשב את  (21 2 2 , 0, 3x y x y y x+ = = =. 
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 תשובות סופיות 

א.  (1
128

3


ב.   

32

3


ג.  

64

3


ה.  42ד.   

64

3


 

ז.   32ו. 
16

3


ח.   

32

9


ט.  

1

3 cos
2

0 0

r drd





  

2) 
2


 3)  4) 

8


 5) 

2


 

6) 2a 7) 2 8) 36 9) 
4

3
 

10) ln
2

e
 11) (4 ) − 12) 

4
ln

2 e


 13) 

( 1)

4

e

e

 −
 

14) 1
2


+ 15) 

4

5
− 16) 

4
ln

e
 17)  

18) 
(108 64 2)

3

−
 

19) 
32

9
 

20) 
5

32


 

21) 
3

3 4


+ 

1
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 11 - החלפת משתנים באינטגרל כפול (יעקוביאן)

תוכן העניינים

1. החלפת משתנים באינטגרל כפול י 116
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 החלפת משתנים באינטגרל כפול )יעקוביאן(

 שאלות 

חשב את האינטגרל הכפול  (1
R

x y
dA

x y

−

+,   כאשרR התחום המוגבל על ידי   הוא

3הישרים   , 1 , 1,y x y x y x y x= − = − = − = . 

 

xyחשב את האינטגרל הכפול  (2

R

e dA,   כאשרR התחום המוגבל על ידי   הוא

 פונקציותה
1 2

, 0.5 , ,y x y x y y
x x

= = = =. 

 

חשב את האינטגרל הכפול  (3
1 1

sin ( )cos ( )
2 2

R

x y x y dA+ −,   כאשרR הוא 

) בצורת משולש שקדקודיו הםהתחום  ) ( ) ( )A 0,0 , B 2,0 , C 1,1. 

 

4)חשב את האינטגרל הכפול  (4 8 )
R

x y dA+,   כאשרR בצורת  התחום  הוא

)הם:  שקדקודיהמקבילית  ) ( ) ( ) ( )A 1,3 , B 1, 3 , C 3, 1 , D 1,5− − −. 

 

2חשב את האינטגרל הכפול  (5 216 9
R

x y dA+,   כאשרR הכלוא התחום  הוא

בתוך האליפסה 
2 2

1
9 16

x y
+ =. 

 

2חשב את האינטגרל הכפול  (6

R

y dA,   כאשרR התחום המוגבל על ידי   הוא

2  עקומותה 21 2
, , 1, 2y y xy xy

x x
= = = =. 

 

xחשב את האינטגרל הכפול  (7 y

R

e dA+

,   כאשר ( , ) | | | | 1|R x y x y= + . 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

ln 3
4

 

2) 21
( ) ln 2

2
e e− 

3) 
1

1 sin 2
2

− 

4) 192 

5) 96 

6) 
3

4
 

7) 
1

e
e

− 
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים
פרק 12 - אינטגרלים משולשים ושימושיהם

תוכן העניינים

1. אינטגרלים משולשים ושימושיהם י 118
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 אינטגרלים משולשים ושימושיהם

 שאלות 

 :4-1בשאלות חשב את האינטגרלים 

1) 
1

0 0 0
6

z x z
xzdydxdz

+

   

 

2) 
23 1 1

0 0 0

z
yze dxdzdy

−

   

 

3) ( )  2, , 0 1, 1 2, 0 3 ,
B

B x y z x y z xyz dV=   −      

 

4) ( ) , , 0 1 , 0 ,0 1 , 6
B

B x y z x y x z x y xydV=       + +  

 

 

 :אינטגרציהעל ידי שינוי סדר  , 8-5בשאלות חשב את האינטגרלים 

5) 
( )2

4 1 2

0 0 2

4cos

2y

x
dxdydz

z   

 

6) 
2

2

1 1 1

0 0
12 zy

x
xze dydxdz   

 

7) 
3

2 21 1 ln3

20 0

sinx

z

e y
dxdydz

y

 
   

 

8) 
22 4

0 0 0

sin 2

4

x x z
dydzdx

z

−

−   
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 : י המשטחיםל ידהחסומים ע נפחי הגופיםשב את  ח 14-9בשאלות 

9) 1 , 0, 1, 0, 0z x y z x y x y= + + = + = = = 

 

10) 2 2 20 , , 1,z z x y y y x= = + = = 

 

11) ( ) 2 2
0 0, , 0.5 , 2 ,x z z x y y x y x y

x
 = = + = = = 

 

12) 20, 1, 2
4 2 4

x y z
z y x= + + = = 

 

13) ( )
2

20 1,
4

y
z x z y + = = 

 

14) , 6, 0, 0, 0z x y z x y z= + = = = = 

 
 

 .rורדיוס הבסיס שלו   hגליל שגובהו  של מרכז הכובדואת   מסההחשב את  (15
 ית למרחק הנקודה מבסיס הגליל,לפרופורציונהנח שהצפיפות בכל נקודה 

)כלומר, פונקציית הצפיפות היא מהצורה  ) ( )0 , ,k x y z kz =. 

 

של התיבה ההומוגנית )פונקציית צפיפות קבועה(  מומנט ההתמדחשב את  (16

 ( , , ) 0 , 0 , 0|V x y z x a y b z c=      ,   הסביב ציר -z. 

 .M ,התיבהשל  המסה בטא את תשובתך באמצעות 
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 תשובות סופיות 

1) 1 

2) ( )31
1

3
e − 

3) 
27

4
 

4) 
65

28
 

5) 2sin 4 

6) 3 6e− 

7) 4 

8) 
2sin 4

2
 

9) 
5

6
 

10) 
88

100
 

11) 
17

6
 

12) 
1

16
5

 

13) 
8

3
 

14) 36 

15) ( ) 2 22 1
, , 0,0, ,

3 2

h
x y z M kh r

 
= = 
 

 

16) ( )2 21

3
M a b+ 
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 13 - אינטגרלים משולשים בקואורדינטות גליליות וכדוריות

תוכן העניינים

1. אינטגרלים משולשים בקואורדינטות גליליות וכדוריות י 121
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 אינטגרלים משולשים בקואורדינטות גליליות וכדוריות 

 שאלות 

 :המשולשים את האינטגרלים חשב 4-1בשאלות 

1) 
( )2 2

2 2 2

2

1 1
2

0 1
21

x y

x x y

x
xy dzdydx

+

− +

− − −   

 

2) 
2

2 2 2

1 1 1

1 1

x

x x y
dzdydx

−

− − − +   

 

3) 
2 2 2

2 2

2 2 4

0 0 4

x x x y

x y
dzdydx

− − −

− − −   

 

4) 
2 2 2

2

2 4 4
2 2 2

2 4 0

x x y

x
z x y z dzdydx

− − −

− − −
+ +   

 

2גוף כלוא בגליל  (5 2 9x y+ לבין מחצית פני הכדור ,מלמטה xy  מישורהבין  ,=

2 225z x y= −  מלמעלה.  −

 שלו. המרכזהגוף ואת  נפחחשב את 

 

2חשב את הנפח ואת המרכז של גוף החסום על ידי פני הכדור   (6 2 2 16x y z+ + =

2ועל ידי החרוט  ,מלמעלה 2z x y=  מלמטה.  +

 

החסום על ידי הפרבולואיד ,xy  מישורהמצא את הנפח של התחום מעל  (7
2 2z x y= 2והגליל  + 2 2x y a+ =. 
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 תשובות סופיות 

1) 4 

2) 
3


 

3) 
24 32

9

 −
 

4) 
32

5


 

5) 
122

( , , ) (0,0,1107 / 488) ,
3

x y z V = = 

6) 
64

( , , ) (0,0,1.5 / (2 2)) , (2 2)
3

x y z V = − = − 

7) 4

2
a


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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 14 - החלפת משתנים באינטגרלים משולשים (יעקוביאן)

תוכן העניינים

1. החלפת משתנים באינטגרלים משולשים י 123
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 החלפת משתנים באינטגרלים משולשים )יעקוביאן(

 שאלות 

)2חשב את  (1 )
G

z y xydV−, כאשר G המוגבל על ידי המשטחים  גוףהוא ה 

4, 2, 1, , 3, 1xy xy z y z y x x= = = + = = =. 

 

של האליפסואיד   חנפחשב את ה (2
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =. 

 

2חשב את  (3

G

x dV,  כאשרG  האליפסואידהוא  
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =. 

 

:התחום המוגבל על ידי המשטחים  נפחחשב את  (4
2 24 , , 4 12, 4 , 2 ,y z y z y x y x y z y z= = = − = = =. 

 

)חשב את  (5 ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 4

G

x y z dV− − −+ +,  כאשרG כדור  הוא 

)שמרכזו  בנקודה   . 1ורדיוסו  1,2,4(

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 2ln3 

2) 
4

3
abc 

3) 34

15
a bc 

4) 
105

32
 

5)  

1
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 15 - אינטגרלים קוויים ושימושיהם

תוכן העניינים
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 אינטגרלים קוויים ושימושיהם 

 .'ת של עקומים חשוביםפרמטרי  ההצג'* מומלץ בחום לעיין בנספח 
 

 שאלות 

 Iי מסוג ואינטגרל קו 

) את האינטגרל חשב 1-4בשאלות  , )
C

f x y ds:כאשר , 

1) 2: cos , sin , 0 2 ; ( , ) 1C x t y t t f x y x= =    = − 

 

2) : sin , 1 cos , 0 ( , )C x t t y t t f x y x= − = −    = 

 

3) ( , )f x y x y= +; C  של ישר המחבר את   קטע( )O )עם   0,0 )A 1,2. 

 

4) 2( , )f x y x y= +; C היקפו של OAB  :( ) ( ) ( )O 0,0 , A 0,1 , B 1,0. 

 

 

) את האינטגרל חשב 5-6בשאלות  , , )
C

f x y z ds:כאשר , 

5) 2 2 2: cos , sin , 0 ; ( , , )C x t y t z t t f x y z x y z= = =    = + + 

 

6) 2 3 31 1
: , , 0 3 ; ( , , ) 3

32
C x t y t z t t f x y z x z= = =   = + 

 

2/3  אורך העקוםחשב את  (7 2/3 1x y+ =. 

 

cosסליל עשוי תיל דק מיוצג על ידי  (8 , sin , 2 (0 )x t y t z t t = = =  . 

)אם פונקציית הצפיפות היא  ,הסליל מסתחשב את  , , )x y z kz = ( 0)k . 
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2y x= 

1y = 

 IIאינטגרל קווי מסוג 

 :שבח 10-9בשאלות 

9) 2 2

2
: cos , sin 0 ; 2 ( )

C
C x t y t t xydx x y dy


= =   + + 

 

10) 2 2: , 0 1 ; (2 ) ( )
C

C x t y t t x y dx x y dy= =   + + − 

 

2חשב   (11

C
ydx x dy+, כאשר  C  (2,4)לנקודה  (0,0)  נקודהמהמסלול, 

 נתון ע"י המשוואה:  C-ו

2y . א x= 

2y .ב x= 

 

חשב   (12
(4,2)

(1,1)
( ) ( )x y dx y x dy+ + −, אם העקום נתון על ידי: 

2yהפרבולה  . א x=. 

 .קו ישר .ב

)-מ ים הישריםוהקו . ג )- ל 1,1( )- ומשם ל 1,2( )4, 2. 

2העקום:   .ד 22 1, 1x t t y t= + + = +. 

 

2חשב   (13

C
x ydx xdy+, כאשר המסלול  C  מתואר בציור: 

 

 
 
 
 

    

)2חשב   (14 )
C

x y dx dy− +, כאשר המסלול  C  :מתואר בציור 

 

 

 

 

  

 

(0,0) (1,0) 

(1,2) 
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) אם (15 ) ( ) ( )2 2( , , ) 3 6 2 3 1 4x y z x yz y xz xyz= − + + + −F i j k, 

חשב את האינטגרל הקווי 
C

F dr, לאורך המסלולים:  ,(1,1,1)- ל (0,0,0)-מ 

2 . א 3, ,x t y t z t= = = 

 .(1,1,1)- ומשם ל (0,1,1)- , משם ל(0,0,1)- ל (0,0,0)-הקוים הישרים מ .ב

 .(1,1,1)-ו (0,0,0)הישר המחבר את  . ג

 

חשב את האינטגרל הקווי  16-17בשאלות 
C

F dr:כאשר , 

16) ( ) ( )2 3 2 3( , ) , , ( ) , , 0 1F x y x y y x r t t t t= − = −   

 

17) ( ) ( )3 2( , , ) sin ,cos , , ( ) , , , 0 1F x y z x y xz r t t t t t= = −   

 

)3שדה הכוח  נתון  (18 , ) ( )x y x y x y= + −F i j. 

2y על חלקיק שנע על הפרבולה השדה  שמבצע עבודהחשב את ה . א x= 

)- מ  .(1,1)עד   −(2,4

)עד  (1,1)- כיצד הייתה משתנה תשובתך אילו החלקיק היה נע מ .ב 2,4)−? 

 

)שמבצע שדה הכוח  עבודהחשב את ה (19 , , )x y z yz xz xy= + +F i j k, 

2חלקיק הנע  לאורך העיקול   על 3( ) (0 1)t t t t t= + +  r i j k. 

 

 

 הערת סימון

 בסימונים שונים בספרות המקצועית: IIמסוג י וקו אינטגרל 

( ) ( )

( ) ( )1 2 3 1 2 3

, , , ,

, , , ,

C C C

C C C

dr f g h dx dy dz fdx gdy hdz

dr A A A dx dy dz A dx A dy A dz

 =  = + +

 =  = + +

  

  

F

A
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 תשובות סופיות 

1)  

2) 
16

3
 

3) 
3 5

2
 

4) 
5

( 2 1)
6

+ 

5) 
2

2 (1 )
3


 + 

6) 
567

2
 

7) 6 

8) 25k 

9) 
1

3
 

10) 
4

3
 

א.  (11
28

3
ב.    

32

3
 

א.  (12
34

3
ד.    14ג.   11ב.   

32

3
 

13) 
1

2
 

14) 
4

5
 

ג.   −3ב.    2א.  (15
6

5
 

16) 
59

105
− 

17) 
6

sin1 cos1
5
− − 

 −3ב.    3א.  (18

19) 1 
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 ת של עקומים חשוביםפרמטרי ההצג

 דוגמה הצגה פרמטרית  עקום

 

( )( )y f x a x b=   

 

( ), ( )x t y f t a t b= =   

( )

( )

2

2

1 2

, 1 2

y x x

x t y t t

=  



= =  

 

 

( )( )x f y a y b=   

 

( ), ( )y t x f t a t b= =   

( )

( )

2

2

1 2

, 1 2

x y y

y t x t t

=  



= =  

 

 
2 2 2x y r+ = 

 מעגל

 

( )cos , sin 0 2x r t y r t t = =  
 

) נגד כיוון השעון  )

2 2 4

2cos , 2sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= =  

 

 
2 2 2x y r+ = 

 מעגל

 

( )cos , sin 0 2x r t y r t t = = −  

) עם כיוון השעון  )

2 2 4

2cos , 2sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= = −  

 

 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

 אליפסה 

 
 

( )cos , sin 0 2x a t y b t t = =   

) נגד כיוון השעון  )

2 2

2 2
1

3 5

3cos , 5sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= =  

 

 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

 אליפסה 

 

( )cos , sin 0 2x a t y b t t = = −  

 עם כיוון השעון 
( )

2 2

2 2
1

3 5

3cos , 5sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= = −  

 

 
ישר פרמטרי  

 במישור 

מהנק'  
0 0( , )x y 

1לנק'   1( , )x y 

 

( )

0 1 0

0 1 0

( )

( )

0 1

x x t x x

y y t y y

t

= + −

= + −

 

 

,1)ישר פרמטרי מהנק'  ,3)לנק'  (2 4) 

( )

1 2

2 2

0 1

x t

y t

t

= +

= +

 

 

 
ישר פרמטרי  

 במרחב 
מהנק'  

0 0 0( , , )x y z 

לנק'  
1 1 1( , , )x y z 

 

( )

0 1 0

0 1 0

0 1 0

( )

( )

( )

0 1

x x t x x

y y t y y

z z t z z

t

= + −

= + −

= + −

 

 

,1)- ישר פרמטרי מ  (4,7,9)-ל(2,3

( )

1 3

2 5

3 6

0 1

x t

y t

z t

t

= +

= +

= +

 
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 16 - שדות משמרים - אי תלות במסלול

תוכן העניינים

1. שדות משמרים - אי תלות במסלול י 129
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 תלות במסלול-אי –שדות משמרים 

 שאלות 

 ; הוא שדה משמר F  קבע האם 1-6בשאלות 

  -כך ש , אם כן, מצא פונקציה =F . 

1) ( )( , ) 6 5 ,5 4x y x y x y= + +F 

 

2) ( , ) y xx y xe ye= +F i j 

 

3) ( )2( , ) 2 cos cos , sin sinx y x y y x x y x= − − −F 

 

4) 2( , , ) 2yx y z z e xz−= + +F i j k 

 

5) ( ) ( )2, , 3x y z yz xz xy z= + + +F i j k 

 

6) ( )2( , , ) ,2 ,x y z z yz y=F 

 

) נתון האינטגרל (7 ) ( )2 3 2 2

(3,4)

(1,2)

6 6 3xy y x y xydx dy− −+. 

,1)אינו תלוי במסלול המחבר את הוכח שהאינטגרל  . א ,3)-ו (2 4). 

 חשב את האינטגרל בשתי דרכים שונות.  .ב

 

)חשב את האינטגרל   (8 )3 2 2

(3,1)

(1,4)

2 1 3xy dx x y dy+ +. 

 

)  חשב את האינטגרל (9 ) ( )
(2,1)

4 2 3

(1,0)
2 3 4xy y dx x xy dy− + + −. 

 

)יהי  (10 , ) y yx y e xe= +F i jשמבצע השדה על חלקיק הנע על   עבודה. מצא את ה

21y x= )-ל (1,0)- מ ,− 1,0)−. 
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)  חשב את האינטגרל (11 ) ( ) ( )
(2,1, 1)

3 2 2 2

(1, 1,1)
2 6 6 2 3xz y dx x yz dy x z y dz

−

−
+ + − + −.  

 תן מובן פיסיקאלי לתוצאה. 
 

נתון שדה וקטורי  (12
2 2

2 2 2 2

x y y x

x y x y

+ −
=  + 

+ +
F i j,  מסלולים:  3ונתונים 

2 2
1 : 1L x y+  )נגד כיוון השעון(. בכיוון החיובי   =

2 2

2 : 1
16 9

x y
L +  .)עם כוון השעון( בכיוון השלילי  =

2 2
3 : ( 10) ( 7) 1L x y− + −  )נגד כיוון השעון(. בכיוון החיובי  =

 חשב:

  . א
1L

dr F    .ב
2L

dr F   .ג
3L

dr F 

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (13

)שרטט את השדה הווקטורי  . א ) 2 2 2 2
, ,

y x
x y

x y x y

 −
=  

+ + 
F ברביע ,

 הראשון.

)בתחום  .ב ) ( ) ( ) 2, | , 0,0D x y R x y=  ,  נסמן
2 2 2 2

,
y x

f g
x y x y

−
= =

+ +
. 

yהוכח כי   .1 xf g= .בתחום הנתון 

 סמך התוצאה בסעיף הקודם?מר על  שמ האם ניתן לקבוע שהשדה .2

 )מסעיף ב(.  D  הוכח שהשדה הנתון )מסעיף א( אינו שדה משמר בתחום . ג

)הוכח שהשדה הנתון משמר בחצי המישור הימני  .ד ) 2, | 0D x y R x=  , 

 ומצא את פונקציית הפוטנציאל, במקרה זה.

)עתה נתון השדה בתחום  .ה ) ( ) ( ) 2, | , 0,0D x y R x y=  , 

חשב  
C

d F r  כאשר ,C  עקומה סגורה חלקה סביב הנקודה( )0,0. 
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)נתון השדה הווקטורי  (14 ) 2 2 2 2
, ,

x y
x y

x y x y

 
=  

+ + 
F, 

)בתחום  ) ( ) ( ) 2, | , 0,0D x y R x y=  . 

 שרטט את השדה הווקטורי ברביע הראשון. . א

נסמן   .ב
2 2 2 2

,
x y

f g
x y x y

= =
+ +

. 

yהוכח כי   .1 xf g= .בתחום הנתון 

 האם ניתן לקבוע שהשדה משמר על סמך התוצאה בסעיף הקודם? .2

 הוכח שהשדה הנתון הוא שדה משמר. . ג

 

 

 הערת סימון
 :  שדה וקטורי בסימונים שונים בספרות המקצועית

( )

1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )

ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

x y z f x y z g x y z h x y z

x y z f x y z g x y z h x y z

x y z f x y z x g x y z y h x y z z

A A A

= + +

=

= + +

= + +

F i j k

F

F

A i j k
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 תשובות סופיות 

1) 2 2( , ) 3 5 2x y x xy y = + + 

 השדה אינו משמר.  (2

3) 2( , ) cos sinx y x y y x = − 

4) 2( , , ) yx y z xz e −= − 

5) 3( , , )x y z xyz z = + 

 השדה אינו משמר.  (6

 236ב.   הוכחה.שאלת א.  (7

8) 58− 

9) 5 

10) 2− 

)- עבודה שנעשית בהזזת גוף מ =15 (11 )1, )-ל −1,1 )2,1,  .C לאורך ,−1

 0ג.  −2ב.    2א.  (12

 לא ניתן לקבוע שהשדה משמר. .ii הוכחה.שאלת . i ב. ראו בעמוד הבא.א.  (13

arctanהוכחה; שאלת ד.  הוכחה.שאלת ג. 
y

k
x

 =  2ה.   +

 לא ניתן לקבוע שהשדה משמר.  .2 הוכחה.  שאלת. 1ב.  .ראו בעמוד הבאא.  (14
 הוכחה.שאלת ג. 
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 שרטוטים

 סעיף א:   13 שאלה

 

 

 סעיף א:   14שאלה 
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 17 - משפט גרין

תוכן העניינים

1. משפט גרין י 134
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2y x= 

1y = 

  משפט גרין 

 שאלות 

 .אשר את משפט גרין 3-1שאלות ב

את האינטגרל  חשב ,כלומר
C

fdx gdy+   ואת האינטגרל( )x y

R

g f dA−, 

 והראה שהם שווים זה לזה.

1) 2

C

x ydx xdy+ ; המסלול  C מתואר בציור:     

 

 

  
 

2) 2( )
C

x y dx dy− +  ;המסלול  C :מתואר בציור 

 

 

 
 

3) 2 3 2( ) ( 2 )
C

x xy dx y xy dy− + − ,C הוא ריבוע שקדקודיו :

(0,0), (2,0), (2,2),  בכיוון החיובי. (0,2)
 

)שמבצע שדה הכוח  עבודהחשב את ה (4 ) ( )3 3( , ) cosxx y e y y x= − + +F i j 

2 על מעגל היחידהחלקיק הנע  על 2 1x y+  ,, בכיוון הפוך לכיוון השעון=

   ומשלים הקפה אחת.
 

)  האינטגרלחשב את  (5 )2tan cos
2

y y

C

x
e dx xe y y dy
 
 
 

− + +,   כאשרC הוא 

2האיחוד של העקומים  28 ,y x y x= −  . ברביע הראשון, עם כיוון השעון =
  

 

 

2 
 
 
 

  1    
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)  חשב את האינטגרל (6 )( )2 22 cos sin cos 2x y x y

C

e ydx e y y xy dy− −− + + +, 

הוא חצי האליפסה  Cכאשר  2 24 4, 0x y y+ =   מהנקודה( )2,0 

) לנקודה )2,0−. 

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (7

 ,Cהוכח שהשטח החסום על ידי עקום סגור פשוט   . א

 יל ידנתון ע
1

2
C

xdy ydx−. 

פסה חשב את שטח האלי  .ב
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =. 

 

)נתון האינטגרל הקווי  (8 ) ( )3 2 2 3 23 3 3 3 sin
C

x x y xy y dx x y x y dy+ + + + −, 

 נגד כיוון השעון. סגורה  מסילה פשוטה Cכאשר 
 האינטגרל?מהו הערך המקסימלי של 

 הוא מתקבל?  Cעבור איזו מסילה  

 

 ,C פשוטה, סגורה וגזירה למקוטעין הוכח שלא קיימת עקומה  (9

3ת שטח במישור, והמקיימת  מ החוס 3 0
C

y dx x dy− + =. 

 

חשב:  (10
( ) ( )2 2 2 2

4 4

4 4C

x y x y
dx dy

x y x y

− −
+

 +  +
:כאשר , 

)הוא המעגל  C . א ) ( )
2 2

3 2 1x y− + − =. 

)הוא המעגל  C .ב ) ( )
2 2

1 2 144x y− + − =. 

 היא מסילה כלשהי סביב הראשית. C . ג
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 תשובות סופיות 

 . 0.5הערך המשותף הוא  (1

 . 0.8הערך המשותף הוא  (2

 . 8הערך המשותף הוא  (3

4) 1.5 

5) 0.5sin64 

6) 4

4

8 1

3
e

e
+ − 

 abב.   א. הוכחה.  (7

הערך המקסימלי הוא  (8
6

4


2, עבור המסילה  2: 1C x y+ =. 

 הוכחה. (9

ב.    0א.  (10
2


ג.   

2


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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים
פרק 18 - אינטגרלים משטחיים ושימושיהם

תוכן העניינים

1. הצגה פרמטרית של משטח  י (ללא ספר)

2. אינטגרלים משטחיים מסוג 1 י 137

3. אינטגרלים משטחיים מסוג 2 י 139
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 Iמסוג אינטגרלים משטחיים 

 שאלות 

 חשב את האינטגרל המשטחי:  5-1 שאלותב

1) 2

S

x yzdS ,  כאשרS 1 הוא המישור 2 3z x y= + +, 

[0,3] מלבןה מעל  [0, 2]R = . 
 

2) 

S

xdS ,  כאשרS 20 הוא המשטח 2 , 0 2 , 4x z y x z    = +. 

 

3) 

S

yzdS ,  כאשרS  3הוא המישורz y= 2 שכלוא בתוך הגליל ,+ 2 1yx + =. 

 

4) ( )2 2

S

x z y z dS+ ,  כאשרS   2הוא חצי הכדור 2 20 , 4z x y z + + =. 

 

5) 
S

xyzdS,   כאשרS  חלק החרוט הוא( , ) cos sin 3u v u v u v u= + +r i j k, 

1המקיים   2 , 0
2

u v


   . 

 

 .Rשל כדור בעל רדיוס  הפניםשטח חשב את  (6
 

2היא חלק הפרבולואיד   Sהיריעה הדקה  (7 2z x y= 1zשמתחת למישור  ,+ =, 

)0וצפיפותה   , , )x y z =,  .קבועה 

 היריעה.  מסתחשב את 
  

1

פרק 18אינטגרלים משטחיים ושימושיהם

137

137



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

1) 171 14 

2) 
33 33 17 17

6

−
 

3) 2 / 4 

4) 16 

5) 93 / 10 

6) 2
4 R 

7) ( )0 5 5 1
6


− 
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 IIאינטגרל משטחי מסוג 

 שאלות 

חשב את האינטגרל הבאות  בשאלות
S

dsF n  (n הוא נורמל חיצוני של S). 

 .Sדרך   Fבניסוח אחר: חשב את השטף של שדה הזרימה  

 

1) 2 2(2 )x z x y xz= − + −F i j k ;S המישורים:  ל ידיהוא פני הקובייה הנקבעת ע

0, 1, 0, 1, 0, 1x x y y z z= = = = = =. 

 

2) 2 3x y z= − +F i j k ;S   2הוא פני הכדור 2 2 1x y z+ + =. 

 

3) 2(2 ) ( 3 )xy z y x y= + + − +F i j k ;S י ל יד הוא פני הפירמידה הנקבעת ע

2 המישורים:  2 6, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = =. 

 

4) 5 2 3= + +F i j k ;S  2חלק הפרבולואיד 24z x y= − 0z, שבו  − . 

 

5) ( )0 2 3 1z y= − + − −F i j k,S  4הוא חצי כדור שמרכזו בראשית, רדיוסו 

 .xy  והוא נמצא מעל המישור

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
11

6
 

2) 
8

3


 

3) 27 

4) 12 

5) 16− 
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 19 - אינטגרלים התלויים בפרמטר (גזירה ואינטגרציה תחת סימן
האינטגרל)

תוכן העניינים

1. גזירה תחת סימן האינטגרל (אינטגרל אמיתי) י 140

2. אינטגרציה תחת סימן האינטגרל (אינטגרל אמיתי) י 142

3. אינטגרל לא אמיתי התלוי בפרמטר י 143

4. גזירה תחת סימן האינטגרל (אינטגרל לא אמיתי) י 145

5. אינטגרציה תחת סימן האינטגרל (אינטגרל לא אמיתי) י 147
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 גזירה תחת סימן האינטגרל )אינטגרל אמיתי(

 שאלות 

חשב את האינטגרל  (1
1 4

0
ln

x x
dx

x

−
. 

 

)חשב את האינטגרל  (2 )
1

0

, 0
ln

m nx x
m n dx

x

−
 . 

 

חשב את האינטגרל  (3
1

2

0

ln(1 )

1

x
dx

x

+

+. 

 

חשב את האינטגרל  (4
2

cos

0

cos(sin )xe x dx



. 

 

)הוכח כי  (5 )
2

0

1 1
ln 1 cos ln

2
x dx




 
 + −

+ =  
 
 

 , עבור| | 1 . 

 

)חשב  (6 )2

0
ln 1 2 cos x dx



 − +,   1עבור  . 

 

חשב את האינטגרל  (7
( )

1

2
2

0

1

1
dx

x+
. 

 

)חשב את האינטגרל  (8 )
1

0

0, (ln )p mp m x x dx  . 

 

חשב את האינטגרל  (9
2

0

1

(2 cos )
dx

x



−. 
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 תשובות סופיות 

1) ln 2.5 

2) 
1

ln
1

m

n

+ 
 

+ 
 

3) ln 2
8


 

4) 2 

 שאלת הוכחה. (5

6) ( )2

0

0 1
ln 1 2 cos

2 ln 1
x dx

 
 

  

 
− + = 


 

7) 
2

8

 +
 

8) 
( 1)

( 1) !

( 1)

m

m

m

p +

−

+
 

9) 
2

27


 

1
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 אינטגרציה תחת סימן האינטגרל )אינטגרל אמיתי(

 שאלות 

חשב את האינטגרל   (1
1

0
ln

b ax x
dx

x

−
,   0עבורb a . 

 

חשב את האינטגרל   (2
0

cos
ln

cos

b x
dx

a x


−

− ,  עבור, 1b a . 

 

הוכח כי   (3
2

2 2 2 2

0

( sin ) ( sin ) 2 ( )b x a x dx b a



 − − − = − ,  לכלa ו-b. 

הערה: פתור בשתי דרכים, גם ע"י אינטגרציה תחת סימן האינטגרל וגם ע"י 
 חישוב ישיר.

 

בהינתן הנוסחה:   (4
2

2
0

1 2

sin 1
dx

x




 
=

+ −
 ,  1עבור , 

הוכח כי:   
2

0

5 3sin 9
ln 2 ln

5 4sin 8

x
dx

x




+   

=   
+   

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

ln
1

b

a

+ 
 

+ 
 

2) 
2

2

1
ln

1

b b

a a


 + −
 
 + − 

 

 שאלת הוכחה. (3

 שאלת הוכחה (4

1
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 אינטגרל לא אמיתי התלוי בפרמטר

 הערה חשובה 

 הרקע התיאורטי הנדרש להצדקת הגזירה והאינטגרציה תחת סימןנושא זה הוא 

 נושאים שילמדו בהמשך.  ,עבור אינטגרלים לא אמיתיים האינטגרל

 חלק מהמרצים מסתפק רק בצד הטכני החישובי ולא נכנס לנושא זה כלל. 

 בררו עם מתרגל ו/או מרצה הקורס האם אתם נדרשים לנושא זה.

 .ים הבאיםדלגו היישר לנושא , במידה ולא

 !בהצלחה

 

 שאלות 

נתון האינטגרל  (1
0

( ) cos( )xe kx dx 


−= , כאשר  k  .ממשי 

0הוכח שהאינטגרל מתכנס במידה שווה עבור   a  . 

 

נתון האינטגרל  (2
( )2

0

1
( )

n
dx

x
 





=
+

, כאשר  n  .טבעי 

1הוכח שהאינטגרל מתכנס במידה שווה עבור   . 

 

הוכח שהאינטגרל   (3
2

0

1 cos
( ) x x

e dx
x

 


− −
=    0מתכנס במידה שווה עבור . 

 

נתון האינטגרל  (4

2 2(1 )

2

2

0

( )
1

x

e
dx

x



 

+
−

=
+. 

 . ידה שווה לכלהוכח שהאינטגרל מתכנס במ

 

נתון האינטגרל  (5
0

( ) xe dx 


−=    0עבורk  . 

 חשב את האינטגרל והוכח שהאינטגרל תלוי בפרמטר.   . א

0kהמקיים  הוכח שהאינטגרל מתכנס במידה שווה לכל  .ב  . 

  

1
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נתון האינטגרל  (6
0

( ) n xx e dx 


−= . 

0kהמקיים   טבעי ולכל n הוכח שהאינטגרל מתכנס במידה שווה לכל  . 

 

נתון כי    (7
2 /2( ) xe dx 



−

−

= ,  0כאשרk  . 

 הוכח שהאינטגרל מתכנס במידה שווה.

 

נתון האינטגרל  (8
2 2(1 )/2

0

xe dx


− +

. 

0kהוכח שהאינטגרל מתכנס במידה שווה לכל  . 
 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים כנסו לאתר  –השאלות בנושא זה הן שאלות הוכחה 

1
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 גזירה תחת סימן האינטגרל )אינטגרל לא אמיתי(

 שאלות

חשב את האינטגרל   (1
0

n xx e dx



−

. 

 
טבעי מתקיים:  n הוכח שלכל (2

( )

/2

2

1
2

0 0

1 1 3 5 ... (2 1)
cos

2 4 6 ... (2 ) 21

n

n

n
dx xdx

nx






+

    −
= =

   +
 . 

 
 ענה על הסעיפים הבאים: (3

חשב את האינטגרל   . א
2 /2xe dx



−

−

. 

חשב את האינטגרל   .ב
2

0

xe dx



−

. 

 
 ענה על הסעיפים הבאים: (4

חשב את האינטגרל   . א
2 /2n xx e dx



−

−

 ,  כאשרn. 

חשב את האינטגרל   .ב
210

0

xx e dx



−

. 

חשב את האינטגרל   . ג
0

xxe dx



−

. 

 
 ענה על הסעיפים הבאים: (5

חשב את האינטגרל   . א
0

sin
( 0) x x

e dx
x




− . 

בעזרת סעיף א' חשב את האינטגרל    .ב
0

sin x
dx

x



. 

 )אין צורך לנמק מתמטית את החישוב(
  

1
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 תשובות סופיות 

1) !n 

 שאלת הוכחה. (2

ב.     2א.  (3
2


 

1זוגי אז   n אםו ,0זוגי אז -אי n  אםא.  (4 3 5 ... ( 1) 2n     −  . 

ב.  
945

64
   .ג

2


 

arctanא.  (5
2


− ב.   +

2


 

1
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 אינטגרציה תחת סימן האינטגרל )אינטגרל לא אמיתי(

 שאלות 

חשב:  (1
0

ax bxe e
dx

x

 − −−
,   0עבורb a k  . 

 

חשב:  (2
2

0

cos cosax bx
dx

x


−

,   0עבורb a k  . 

 

חשב:  (3
2

2

0

ln(1 )x
dx

x


+

. 

 

0bהוכח כי עבור   (4 a  ו-r, מתקיים 
2 2

2 2

0

1
cos ln

2

ax bxa e b r
rx dx

x a r

 − −− +
=

+. 

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (5

)הוכח כי   . א )
0

sin
, 0 arctanx rx r
r e dx

x






− =. 

)הוכח כי   .ב )
2

2 2

0

1 cos
, 0 arctan ln 1

2

x rx r a r
r e dx

x a a




−  − 
 = − +  

   
. 

)הוכח כי   . ג ) 2 2

0

1 cos 1 1
0 arctan ln 1

2

x x
e dx

x

 


 



− −  
 = − + 

 
. 

 

 הוכח: (6

 . א
2

0

1 cos

2

x
dx

x




−
= 

 .ב
2

2

0

sin

2

x
dx

x




= 

  

1
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 ענה על הסעיפים הבאים: (7

הוכח כי   . א
0

sin

2

x
dx

x




=. 

חשב את האינטגרל   .ב
3

0

sin x
dx

x



. 

 

חשב:  (8
2

0

xe dx



−

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ln
b

a
 

2) ( )
2

b a


− 

3)  

 שאלת הוכחה. (4

 שאלת הוכחה. (5

 הוכחה.שאלת  (6

ב.   א. שאלת הוכחה. (7
4


 

8) 
2


 

1
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 20 - שימושים של משוואות דיפרנציאליות

תוכן העניינים

1. בעיות גיאומטריות י 149

2. עקומות אורתוגונליות י 151

3. בעיות גדילה ודעיכה י 153

4. בעיות שונות י 155
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 בעיות גיאומטריות

 שאלות

)שהשיפוע של המשיק בכל נקודה   ,על עקום מסוים ידוע (1 ),x y על העקום, 

- שווה ל
x

y
−. 

 מצא את משוואת העקום.

 

 שלו בכל נקודה עובר בראשית.  שהנורמל ,מצא את משוואת העקום (2

 

 ששיפוע המשיק לו בכל נקודה שווה למחצית  ,מצא את משוואת העקום (3
 שיפוע הקטע מהראשית לנקודה. 

 

 . (2,4)ברביע הראשון, העובר בנקודה   נתון עקום (4
)Aנתון כי ההפרש בין שיפוע המשיק לגרף העקום בנקודה   , )x y שעליו , 

 ,עם ראשית הצירים  A  הישר המחבר את ע ובין שיפו
 .A  של הנקודה y- שווה לשיעור ה

 

 רך נקודה כלשהי על העקום דהמאונך לישר העובר   ,מצא את משוואת העקום (5

)ודרך הנקודה    , אם ידוע שהעקום עובר גם דרך הראשית. 3,4(

 

)קטע הנורמל לעקום בנקודה   (6 ),x y   השבין נקודה זו וציר -x, 

 .y- ה  נחצה על ידי ציר
 משוואת עקום זה. את מצא

 

)נתון עקום העובר בנקודה   (7 )B 0,1. 

 שעל העקום, שווה שיפוע העקום  A  בכל נקודה
 הנראה בציור.  ,ABCDלשטחו של הטרפז 

 מהי משוואת העקום? 
 

 

 ,(1,3)נתון עקום, ברביע הראשון, העובר בנקודה   (8

)ושיפוע המשיק אליו בנקודה   ),x y  1  -שווה ל
y

x

 
− + 
 

. 

 מצא את משוואת העקום.

 

1
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)מצא את משוואת העקום, העובר דרך הנקודה   (9 )1,2, 

)ושבכל נקודה   ),x y שעליו שיפוע הנורמל הוא  
2 2

2xy

y x−
. 

 

)ת העקום, העובר דרך הנקודה  מצא את משווא  (10  , כך שהמשולש המוגבל 0,1(

), המשיק לעקום בנקודה כלשהי שעליו  y- על ידי ציר ה  )M ,x y  והקטע OM, 

 MN, הוא משולש שווה שוקיים, שבסיסו הקטע M-ל Oמהראשית  

 (.y- היא הנקודה בה המשיק הנ"ל חותך את ציר ה N)כאשר 
 צייר ציור מתאים ברביע הראשון הממחיש את הבעיה. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 2x y k+ = 

2) 2 2x y k+ = 

3) 2y ax= 

4) 22 xy xe −= 

5) 24 25 ( 3)y x=  − − 

6) 2 22x y k+ = 

7) 
2 /42 1xy e= − 

8) 22 7xy x+ = 

9) 3 23 11x y x− = 

10) 2 22 y y x= + + 

1
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 עקומות אורתוגונליות

 שאלות

 : 4-1בשאלות  מצא את משפחת העקומות האורתוגונליות למשפחות העקומות 

1) 2ln lnx y c+ = 

 

2) xy c= 

 

2א.  (3 22x y c+ = 

2ב. מצא את העקומה האורתוגונלית לעקומה   22 9x y+ =, 

)בנקודה        שעליה.  1,2(

 

4) 2 2x y cx+ = 

 

 45  של  ויתוהיוצרות ז  ,מצא את משפחת העקומות (5

2עם משפחת המעגלים   2x y c+ =. 

 

) מוגבל על ידי עקום Sשטח   (6 )y y x=, 

x  ,x- ציר ה a=ו ,-x (ראו ציור) משתנה  . 
 פרופורציונלי לאורך הקשת  Sידוע כי השטח  

)בין הנקודות   )( ),a y a ו -( )( ),x y x. 

 מצא את משוואת העקום.

 

) מוגבל על ידי עקום Sשטח   (7 )y y x=, 

x  ,1x- ציר ה  .  (ראו ציור) משתנה x-, ו=

)ידוע כי   )1 2y = . 

 האם קיים עקום כזה, 

)- שווה ל  Sששטחו של  כך  )2y x? 

 

) על ידי עקום מוגבל  Sשטח   (8 )y y x=, 

x,  1x- ציר ה  .  (ראו ציור) משתנה x-ו ,=

)ידוע כי   )1 2y = . 

 האם קיים עקום כזה, 

)- שווה ל  Sשהשטח של  כך  ) 2y x −? 

1
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 סופיות  תשובות

1) 2ln lnx y c+ = 

2) 2 2y x k− = 

3) 2 2, 2y ax y x= = 

4) 2( ) 0y m x c y= −  

5) 

2
1

ln ln 1 arctan
2

y y
x c

x x

    
+ + = − +         

 

6) 
1

coshy k x C
k

 
=  + 

 
 

 .לא (7

 . כן (8

1
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 בעיות גדילה ודעיכה 

 שאלות

 בשנה.    2%קצב הריבוי הטבעי העולמי הוא   (1
 מיליארד איש.   4היו בעולם   1980ידוע כי בשנת 

 ? 2010כמה אנשים היו בעולם בשנת  .א

 ? 1974כמה אנשים היו בעולם בשנת  .ב

 מיליארד אנשים?   50באיזו שנה יהיו בעולם   .ג
 .בכל רגע קצב הגידול פרופורציונלי לערכו( כלומר, ש) *הנח שאוכלוסיית העולם גדלה מעריכית

 

 האוכלוסייה בעיר מסוימת גדלה מעריכית.  (2
 , אלף תושבים 400בשנה מסוימת היו בעיר  

 אלף תושבים.  440 בה שנים היו 4ואחרי 

 . מצא את אחוז הגידול השנתי .א

 , כעבור כמה שנים )החל מהשנה המסוימת(מצא  .ב
 אלף תושבים.   550היו בעיר 

 

 . 4%אדם הפקיד סכום כסף בבנק בריבית דריבית של  (3
 ש"ח.  5,000שנים הצטברו לאדם  5כעבור  

 כמה כסף הפקיד האדם?  .א

 ש"ח?  7,000כעבור כמה שנים יהיו לאדם  .ב
 

 מספר חיות הבר בעין גדי גדל בצורה מעריכית.  (4
 חיות.   1,000הראשונית היו  בספירה 
 חיות בר.   1,400היו  , חודשים 20כעבור  ,ייה שנעשתהנש הבספירה 

 ,נהו החל מהספירה הראש ,מצא אחרי כמה חודשים
 .חיות בר 2,000היו בשמורה  

 

 שנים.  5,750יש זמן מחצית חיים של  14ליסוד הרדיואקטיבי פחמן  (5
 , ידוע כי קצב ההתפרקות הרגעי של היסוד

 לי לכמותו הנמצאת באותו הרגע. פרופורציונ 

 שנים, 1,000כמה גרמים של יסוד זה ישרדו אחרי   .א
 גרם?  100מכמות התחלתית של  

 , גרם 10כעבור כמה שנים תישאר כמות של  .ב
 גרם?  100מכמות התחלתית של  
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 כל שבוע.  4%-בה גדלה בוכמות הדגים    ,טון דגים 240ש  אחת יבבריכה  (6
 כל שבוע. 10%-בה גדלה ב וכמות הדגים    ,טון דגים  200בבריכה השנייה יש 

 בעוד כמה שבועות תהיינה כמויות הדגים בשתי הבריכות שוות?  .א

  2פי    גדולה בעוד כמה שבועות תהיה כמות הדגים שבבריכה השנייה  .ב
 מכמות הדגים שבבריכה הראשונה? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . 2,106  בשנתג.   מיליארד.   3.54ב.  . מיליארד  7.28 .א (1

 . שנים 15.92ב.    2%א.  (2

 . שנים 13.41ב.   .₪  4093.65א.  (3

 . חודשים  40.77 (4

 . שנים 19,188ב.   . גרם 88.69א.  (5

 . שבועות 14.6ב.  . שבועות 3.04א.  (6

1
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 בעיות שונות

 שאלות

0tבזמן   (1  ליטר מים.  200- מומסים ב ק"ג מלח 4יש במיכל   ,=
מוזרמים לתוך המיכל   ,ק"ג מלח לליטר מים  0.2בריכוז של  ,מלחנניח שמי 
רבת מנוקזת החוצה מן המיכל  וושהתמיסה המע ,ליטר לדקה  25בקצב של 

 באותו קצב. 

 . דקות 8את כמות המלח במיכל לאחר חשב  .א

 תוך כמה זמן תהיה כמות המלח במיכל כפולה מהכמות ההתחלתית?  .ב

 

 קמ"ש.  12סירה נגררת בקצב של  (2
0tברגע   לחתור בכיוון   ,כשכבל הגרירה מנותק, מתחיל אדם, הנמצא בסירה, =

 ניוטון על הסירה.  20התנועה ומפעיל כוח של  
 ,2v  -( שווה לניוטוןוההתנגדות )  ,ק"ג 500החותר והסירה הוא משקל 
 מטר/שניה. ב  נמדדת vכאשר  

 מצא את מהירות הסירה כעבור חצי דקה.  .א

 ה. ימטר/שני  5מצא כעבור כמה זמן תהיה מהירות הסירה   .ב

 מצא את המהירות הסופית.  .ג

 

כי הקצב בו גוף מתקרר פרופורציונלי להפרש בין   ,ניוטון קובעחוק הקירור של  (3
 טמפרטורת הגוף וטמפרטורת הסביבה. 

,  יר קבועהומעלות נמצא בכלי בעל טמפרטורת או  150חומר בעל טמפרטורה של 
ולאחר כחצי    ,מעלות. החומר מתקרר לפי חוק הקירור של ניוטון 30-השווה ל 

 ות. מעל   70-שעה יורדת טמפרטורת החומר ל 

 מהי טמפרטורת החומר לאחר כשעה?  .א

 מעלות?  40כעבור כמה זמן תהיה טמפרטורת החומר  .ב

 

הגליל מלא במים.    ס"מ.  4ס"מ וגובהו  1שרדיוס בסיסו    ,בצורת גליל נתון מיכל (4
והמים זורמים החוצה בקצב    ,ברגע מסוים פותחים ברז בתחתית הגליל

 שפרופורציונלי לשורש מגובהם. 

)- נסמן ב )h t וב  ,את גובה פני המים -k  .את קבוע הפרופורציה 

)  רשום מד"ר עבור גובה פני המים, .א )h t. 

 מהו תנאי ההתחלה של הבעיה? 

2kידוע כי   .ב = − . 
 פתור את המד"ר. 

 ת מכמות המים ההתחלתית? תוך כמה זמן תישאר בגליל מחצי 
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 –   כך שהקצב שבו רדיוסו קטן ,נמס  ,ס"מ 4שרדיוסו ההתחלתי  ,כדור שלג (5
 פרופורציונלי לשטח פניו.

 ס"מ.  3-לאחר כחצי שעה רדיוס הכדור שווה ל

 .t  רשום נוסחה שתתאר את רדיוס הכדור בזמן .א

כעבור כמה זמן יהיה נפח כדור השלג   .ב
1

64
 מנפחו ההתחלתי?  

 

 מתחיל לצאת אוויר. ,Rשרדיוסו   ,מבלון מלא אוויר (6

)קצב יציאת האוויר הוא   )3V t,   כאשר( )V t   הוא נפח הבלון בזמןt. 

 שניות נפח הבלון ייקטן לכדי שמינית מנפחו ההתחלתי.  ln2כי כעבור   ,הוכח
 

 נדרש ידע בהפרדת משתנים.   6-ו  5הערה: בשאלות 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . דקות 0.942ב.    . גק"  26.75א.  (1

 . מטר/שניה 10ג.    . שניות 72ב.   . מטר/שניה  4.09א.  (2

א.  (3
1

43
3
      .שעות 1.13ב . 

)א.  (4 ) ( ) ( )0 4 ; 'h h t k h t= )ב.       = )
2

2 ; 2 2h t t= − = +  

)א.  (5 )
12

2 3
R t

t
=

+
 . שעות 4.5ב.     

 שאלת הוכחה.  (6

1
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 21 - משוואות ליניאריות מסדר שני

תוכן העניינים

1. משוואה חסרה - שיטת הורדת סדר המשוואה י 157

2. משוואה לינארית, הומוגנית, עם מקדמים קבועים י 159

3. השוואת מקדמים בשיטת ''הניחוש המושכל'' י 161

4. השוואת מקדמים בשיטת ''המרשם'' י 163

5. וריאציית פרמטרים י 165

6. השיטה האופרטורית י 166

7. משוואה לינארית, עם מקדמים לא קבועים - משוואת אוילר  י (ללא ספר)

8. משוואה לינארית כללית, שיטת הפתרון השני, שיטת אבל י 168

9. הוורונסקיאן ושימושיו י 169
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 שיטת הורדת סדר המשוואה –  החסר המשווא

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) ( ) 2 1
0 '' 'x x y xy

x
 + = 

 

2) ( )cos 0 '' tan 1 'x y x y − = 

 

3) ( )
2

2 ' '' ' 1 0xy y y− + = 

 

4) '' ln 'y x x y= 

 

5) 2'' 'xxy x e y= + 

 

6) ( )
2

'' ' 0yy y+ = 

 

7) ( )
2

2 '' ' 1y y y− = 

 

8) ( ) ( )
2

cos 0 '' tan 2 'y y y y = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 1 2

1
lny C x C

x
= +  + 

2) 
1 2cosy x C x C= − +  + 

3) ( )
3/2

1 2 3

1

2
1 ;

3
y C x C y x C

C
=  + + =  + 

4) ( )1 2 3ln ;y C x x x C y C= − + = 

5) ( )
2

1 21
2

x x
y e x C C= − + + 

6) 
2

  ;   
2

y
cx k y c= + = 

7) 
( )

12
1

1
4

c x k
y

c

 +
= + 

  

 

8) ( )cot   ;   y cx k y c= − + = 

1

פרק 21משוואות ליניאריות מסדר שני

158

158



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 הומוגנית, עם מקדמים קבועים ת לינארי המשווא 

 שאלות 

 : 11-1בשאלות פתור את המשוואות 

1) '' 100 0y y− = 

 

2) '' 4 ' 0y y− = 

 

3) '' 8 ' 7 0y y y− + = 

 

4) ( ) ( )0 1 ,  ' 0 1,  4 '' ' 5 0z z z z z= = + − = 

 

5) '' 2 ' 0y y y− + = 

 

6) ( )
2

2
4 4 0

x x
x t

t t

 
+ + =

 
 

 

7) '' 4 0y y+ = 

 

8) '' 10 ' 125 0y y y+ + = 

 

9) ( ) ( )0 0, ' 0 3 ; '' 2 ' 10 0y y y y y= = − + = 

 

10) 5 '' 8 ' 4 0y y y+ + = 

 

11) 

( )2

1
''( ) ( ) 0 0

(0) 4

( ) ( ) 0

y x y x a
a

y

y y


− = 


=

  = − =


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)נתונה המד"ר:  (12 )
2

'' ' 0yy y+ =. 

הראה כי   . א
1 4y 2y-ו = x= .הם פתרונות של המד"ר 

)הראה כי הפתרון  .ב ) ( ) ( )1 2z x y x y x=  , אינו פתרון של המד"ר.+

 האם יש בכך סתירה לעקרון הסופרפוזיציה?
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 10 10

1 2

x xy c e c e−= + 

2) 4

1 2

xy c c e= + 

3) 7

1 2

x xy c e c e= + 

4) xz e= 

5) 1 2

x xy c e c xe= + 

6) ( ) 2 2
1 2

t t

x t c e c te
− −

= + 

7) 1 2cos2 sin 2y c x c x= + 

8)  5

1 2cos10 sin10xy e c x c x−= + 

9) 2 sin3y e x= 

10) 
4

5
1 2

2 2
cos sin

5 5

x

y e c x c x
−

    
= +    

    
 

11) 
| |

4
x

ay e
−

= 

  הוכחה.שאלת  (12

1

פרק 21משוואות ליניאריות מסדר שני

160

160



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.il- לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 " הניחוש המושכל "השוואת מקדמים בשיטת 

 שאלות

 : הבאותפתור את המשוואות 

1) 2'' 5 ' 6 22 6y y y x x+ + = + 

 

2) 2(0) 2,  '(0) 7; '' 2 ' xy y y y y e= = − + = 

 

3) '' ' 2 4sin 2y y y x− − = 

 

4) '' 2 xy y xe−− = 

 

5) 2'' 3 cosxy y e x− = 

 

6) '' sinz z x+ = 

 

7) 2 3'' 3 ' 2 2 2 4 xx xy xy y x e ee− + = + + + 

 

8) '' 3 ' 9y y x+ = 

 

9) '' 3 ' 2 xy y y e− + = 

 

10) 2'' 2 ' 6 2y y x x− = − 

 

11) 2'' 5 ' 6 t tx x x e e− −+ + = + 

 

12) '' 2 ' 5 sin2xy y y e x−+ + = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 2 2

1 2 2 2x xy c e c e x x− −= + + + − 

2) 24x x xy e xe e= + + 

3) 2

1 2

1 3
sin 2 cos 2

5 5

x xy c e c e x x−= + + − 

4) 2 2

1 2 (2 )x x xy c e c e x e− −= + + − 

5) 2 2

1 2

3 3
cos sin

10 5

x x x xy c e c e e x e x−= + + + 

6) 1 2

1
cos sin cos

2
z c x c x x x= + − 

7) 2 2 2 3

1 2 3 3.5 3 2x x x x xy c e c e x x x e xe e= + + + + − − + 

8) 3 2

1 2

3

2

xy c c e x x−= + + − 

9) 2

1 2

x x xy c e c e xe= + − 

10) 3 2 2 3

1 2

x xy c e c e x x x− −= + − − − 

11) 2 3 2

1 2

1

2

t t t tx c e c e e te− − − −= + +  + 

12) sin 2xy e x−= 

1
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 "מרשםה"השוואת מקדמים בשיטת 

 שאלות

 : הבאותפתור את המשוואות 

1) 2'' 5 ' 6 22 6y y y x x+ + = + 

 

2) 2(0) 2,  '(0) 7; '' 2 ' xy y y y y e= = − + = 

 

3) '' ' 2 4sin 2y y y x− − = 

 

4) '' 2 xy y xe−− = 

 

5) 2'' 3 cosxy y e x− = 

 

6) '' sinz z x+ = 

 

7) '' 3 ' 9y y x+ = 

 

8) '' 3 ' 2 xy y y e− + = 

 

9) 2'' 2 ' 6 2y y x x− = − 

 

10) 2'' 5 ' 6 t tx x x e e− −+ + = + 

 

11) 2 3'' 3 ' 2 2 2 4x x xy y y x e xe e− + = + + + 

 

12) '' 2 ' 5 sin 2xy y y e x−+ + = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 2 2

1 2 2 2x xy c e c e x x− −= + + + − 

2) 24x x xy e xe e= + + 

3) 2

1 2

1 3
sin 2 cos 2

5 5

x xy c e c e x x−= + + − 

4) 2 2

1 2 (2 )x x xy c e c e x e− −= + + − 

5) 2 2

1 2

3 3
cos sin

10 5

x x x xy c e c e e x e x−= + + + 

6) 1 2

1
cos sin cos

2
z c x c x x x= + − 

7) 3 2

1 2

3

2

xy c c e x x−= + + − 

8) 2

1 2

x x xy c e c e xe= + − 

9) 3 2 2 3

1 2

x xy c e c e x x x− −= + − − − 

10) 2 3 2

1 2

1

2

t t t tx c e c e e te− − − −= + +  + 

11) 2 2 2 3

1 2 3 3.5 3 2x x x x xy c e c e x x x e xe e= + + + + − − + 

12) sin 2xy e x−= 

1
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 וריאציית פרמטרים

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) 
1

''
sin

y y
x

+ = 

 

2) 2'' 4 ' 4 lnxy y y e x−+ + = 

 

3) '' 2 ' 3 1xy y y e x−+ + = + 

 

4) ( ) ( )1 0 , ' 1 0 ; '' 2 '
xe

y y y y y
x

= = − + = 

 

5) 
1

'' 3 ' 2
1 x

y y y
e−

− + =
+

 

 

6) '' 4 sec2y y x+ = 

 
 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2cos sin cos sin ln siny c x c x x x x x= + −  +  

2)  
2

2 2 2 2 2

1 2

1
ln ln 1

2 2

x x x xx
y c e c xe e x x e x− − − − 
= + − − + − 

 
 

3) 
( ) ( )

( )

5 3

3/2

1 2

6 1 6 1
2 1

5 3

x x x x
x x

y c e c xe e xe x− − − −

 + +
   = + − − + +

  
  

 

4) ( )ln 0x x xy e xe xe x x= − +   

5) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 ln 1 ln 1 1x x x x x x xy c e c e e e e e e− − − = + + + + + − +
 

 

6) 1 2

1
cos 2 sin 2 cos 2 ln cos 2 sin 2

4
y c x c x x x x x= + + +  

1
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– משוואה לינארית לא הומוגנית, עם מקדמים קבועים 
 השיטה האופרטורית

 שאלות

 הערה: נושא זה לא נלמד בדרך כלל; בדוק עם מרצה הקורס אם אתה נדרש אליו.
 

)בשאלות אלו הסימון הוא:  ) ( ) ( )2 '' 'aD bD c y Q x ay by cy Q x+ + =  + + =. 

 

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) ( )2 22 4 10 11x xD D y e e−− − = + + 

 

2) ( )2 42 1 10 1x xD D y e e− + = + − 

 

3) ( )2 102 4 14x xD D y e e+ − = + + 

 

4) ( )2 4 sin5D y x+ = 

 

5) ( )2 4 sin cos cos 2D y x x x− = 

 

6) ( )2 2 cos 3sinD D y x x+ − = − 

 

7) ( )2 2 3 2cos cos 2D D y x x+ − = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 2 2

1 2 5 5.5x x x xy c e c e e e− −= + + − − 

2) 4 2

1 2

10
1

9

x x x xy c e c xe e x e= + + + − 

3) 2 10

1 2

1
4 7

72

x x x xy c e c e xe e= + − + + 

4) 1 2

1
cos 2 sin 2 sin 5

21
y c x c x x= + − 

5) 2 2

1 2

1
sin 4

80

x xy c e c e x−= + − 

6) 2

1 2 sinx xy c e c e x−= + + 

7) 3

1 2

1 1 1 1
sin cos sin 3 cos3

10 5 30 15

x xy c e c e x x x x−= + + − + − 

1
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 – אלמבר'שיטת ד  – כללית ת,לינארי  המשווא
 אבל שיטת  – שיטת הפתרון השני

   שאלות

)פתור   (1 )tan 2 tan 4 0y x y x y +  − + =, 

)כאשר ידוע   ) 2

1

xy x e=. 

 

)  פתור (2 )21 2 2 0x y xy y − + − =. 

 

 לא הומוגנית,   כללית, לפתרון מד"ר לינארית, " הפתרון השני" הסבר את שיטת  (3
 :הדגם על המד"ר  מסדר שני. 

( ) ( ) ( )
2

0 1 ,     1 2 1 xx x y x y y x e−   − +  − = − , 

)  -ש  כאשר ידוע )1

xy x e=,  .פתרון של המד"ר ההומוגנית המתאימה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )2 2

1 2 sin 4cosx xy c e c e x x−= + − 

2) ( )2

1 2 1y c x c x= + + 

  שאלת הדגמה. (3

1
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 הוורונסקיאן ושימושיו 

 שאלות

)האם ייתכן כי   (1 ) ( )1 2, sinxy x e y x x= הם שני פתרונות של המשוואה   ,=

( ) ( )'' ' 0y p x y q x y+ + עם מקדמים רציפים בקטע   ,= 0,? 

 

)הראו כי הפונקציות   (2 ) ( )2 2

1 2sin , cosy x x y x x=  הן פתרונות בת"ל  =

''3של המשוואה   ' 4 0xy y x y− + )בקטע   ,= )4,− . 

0xחשבו את הוורונסקיאן של הפונקציות והראו כי הוא מתאפס רק עבור   = . 
 מהי הטענה? והאם דני צודק?  .דני טוען שיש בכך סתירה לטענה ידועה

 

)בדיקה ישירה מראה שהפונקציות   (3 ) ( )1 2,x xy x xe y x e−= =, 

הן פתרונות של המשוואה  
2 2 3

'' ' 0
1 2 1 2

x
y y y

x x

+
− − =

+ +
1, בקטע  

,
2

 
−  
 

. 

 האם הפונקציות הללו בת"ל בקטע? 

 

3נתונות שתי פונקציות   (4 3

1 2 , y x y x= בקטע   ,= 4,4−. 

 חשבו את הוורונסקיאן של הפונקציות בקטע.  .א

 בדקו האם הפונקציות תלויות לינארית בקטע.   .ב

האם ייתכן כי הפונקציות הן פתרונות של אותה מד"ר הומוגנית מסדר   .ג
 שני בעלת מקדמים רציפים?

''הפונקציות הנתונות הן פתרונות של המד"ר   .ד 2 ' 0xy y− =. 

 האם יש בכך סתירה לתוצאה בסעיף ג'?  

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (5

)יהיו   .א ) ( )1 2,y x y x   פונקציות גזירות פעמיים בקטעI, 

 .I- כי הוורונסקיאן שלהן שונה מאפס ב ונניח 
 בעלת מקדמים רציפים   ,2הוכח כי קיימת משוואה הומוגנית מסדר  

)- ש ,בקטע ) ( )1 2,y x y x  .הם פתרונות שלה 

0xרשום משוואה הומוגנית מסדר שני עם מקדמים רציפים בקטע   .ב  ,

)שהפונקציות   ) ( )2 4

1 2,y x x y x x=  הן פתרונות שלה.  ,=

  

1
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)נתון כי   (6 ) ( )1 2,y x y x  הם פתרונות של המד"ר ,( ) ( ) ( )'' ' 0y x p x y q x+ + = ,

p,, כאשר  Iבקטע   q   רציפות בקטעI. 

), שעבורה  Iבקטע   cכי אם קיימת נקודה    ,הראו ) ( )1 2 0y c y c= =, 

)אז  ) ( ) 1 2,y x y x  .אינה מערכת בסיסית של פתרונות המד"ר הנתונה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

    לא. (1

2) 2W x= − 

 כן.   (3

0Wא.  (4  ד. לא.    לא. ג.   . שאלת בדיקהב.    =

''ב.  . א. שאלת הוכחה  (5 '

2

5 8
0y y y

x x
− + = 

  שאלת הוכחה. (6

1
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מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 22 - משוואות מסדר ראשון

תוכן העניינים

1. מבוא  י (ללא ספר)

2. הפרדת משתנים י 171

3. משוואה הומוגנית י 173

4. משוואה מהצורה dx+(dx+ey+f)dy=0(ax+by+c) י 175

5. משוואה מדויקת י 176

6. גורם אינטגרציה י 178

7. משוואה לינארית מסדר ראשון י 181

8. משוואת ברנולי י 183

9. משוואת ריקטי י 184

10. משוואות מסדר ראשון וממעלה גבוהה י 185

11. פתרונות גרפיים ונומריים למשוואה מסדר ראשון י 187

12. משפט הקיום והיחידות על שם פיאנו ופיקארד י 189
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 הפרדת משתנים

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות:  

1) ( )
2

0
dy x

y
dx y

 = 

 

2) ( ) 21 'x y y− = 

 

3) 2 2' 1 1 0yy x x y+ + + = 

 

4) (2) 1 ; ( 1) 4
dy

y x y
dx

= − = 

 

5) (1) 1 ; 3 3 9
dy

y xy y x
dx

= − = + − − 

 

6) ( ) ( )2 2 2 22 2 4 4 0x y x y dx xy x y dy− + − − − − + = 

 

7) ( )22 4dy t y dt= + 

 

8) 2 2 2
dx

x x
dt

= − + 

 

9) 2( ) 1 ; ' sin 0y y y x = + = 

 

10) ( ) 2cos 0 (0) 5 ; sec
dy

x y y x
dx

 = = 

 

11) ( )
3

2
0 1    ;     

1

dy xy
y

dx x
= =

+
 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 32

3
y x k=  + 

2) 
1

,    0
ln |1 |

y y
x c

= =
− −

 

3) 2 21 1y x c+ = − + + 

4) 
1

ln | | ln | 1|
4

y x= − 

5) 
2

ln | 3 | 3 ln 4 3.5
2

x
y x− = + + − 

6) ( )
2

2 1y x k=  − + 

7) ( )22tan 2y t k= + 

8) ( )1 tanx t c= + + 

9) 
1

cos
y

x
= − 

10) ln tan ln 5y x= + 

11) 2

2

1
1 1.5

2
x

y
= + −

−
 

1
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 הומוגנית המשווא

 שאלות

 : 8-1בשאלות  פתור את המשוואות 

1) ( )3 3 2 0y x dx xy dy+ + = 

 

2) 
4 3

'
2

y x
y

x y

−
=

−
 

 

3) 2 2 ' 'y x y xyy+ = 

 

4) ( ) ( )2 23 0xy y dx x xy dy+ + + = 

 

5) cos cos 0
y y

x y dx x dy
x x

 
− + = 

 
 

 

6) 
2

2 2

( / )

2 2 ( / ) 2 ( / )

2
'

2

x y

x y x y

xye
y

y y e x e
=

+ +
 

 

7) ( )2 2(1) 0 ; 0y y x y dx xdy= + + − = 

 

8) ( ) ( )2 3 3 2 22 2 4 6 2 0x t x dt x x t xt dx− + − + = 

 

):נתונה המשוואה (9 )2 2 0ny x dx xy dy+ + =. 

 על מנת שהמשוואה תהיה הומוגנית? , nמה צריך להיות הערך של הקבוע   .א

 שמצאת בסעיף א.  nפתור את המשוואה עבור הערך של   .ב

  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( )
3

1/3

1
ln ln 2 / 1  ,       

6 2

x
x y x c y− = + + = − 

2) ( ) ( )
1 5

ln ln / 1 ln / 3  ,    ,   3
4 4

x y x y x c y x y x= − − + + = = − 

3) ( ) ( )ln ln / / ,     0x y x y x c y− = − + = 

4) ( )
21

ln ln 2 / 4 ,    0,     2
4

x y x c y y x− = + + = = − 

5) ( )ln sin /x y x c= − + 

6) ( )( )
2

/
ln 1 ln ,      0

x y
e y c y+ = + = 

7) 1ln sinh
x

x c
y

−  
= + 

 
 

8) ( ) ( ) ( ) ( )
21

ln ln / / ,    0,     
2

t x t x t c x t x t t= − − + = = 

9) ( )( )21
1,   ln ln 1 2 /

4
n x y x c= = − + + 

1
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)משוואה מהצורה  ) ( ) 0ax by c dx dx ey f dy+ + + + + = 

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) 
1

2

dy x y

dx x y

+ +
=

+ +
 

 

2) ( ) ( )2 3 2 4 1 0x y dx x y dy+ + + + − = 

 

3) 
2 5

2 4

dy y x

dx x y

− +
=

− −
 

 

4) 
3 2

1

dx x y

dy x y

+ +
=

+ +
 

 

5) ( ) ( )2 3 1 0x y dx x y dy+ − + + − = 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )( )
1 1 1

1 ln 2 1 1 ,    1.5
2 4 4

x x y x y c y x= + + + + + + + + = − − 

2) 
1 2 3 2

ln 1 ln 1 ln 1   , 3  ,    1
2 1 2 1

y y
x c y x y x

x x

+ +
− = − − + + = − = − −

− −
 

3) ( )
2

0 14 2 3y x y k= − + + + 

4) ( ) ( )1 2 2
ln 1 2 2 ln 2 2 2 2 ln 2 2

4 1 1

y y
x c

x x

 + + 
− = − + − + − + + + − − 

 

0.5 2 0.5 ,  0.5 2 0.5y x y x= − − = − − + 

5) 
2

1 1 1
ln 2 ln 2 2

2 2 2

y y
x c

x x

 + + 
− = + + +   − −  

 

1
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 משוואה מדויקת

 שאלות

 : 6-1בשאלות  פתור את המשוואות 

1) ( ) ( )32 3 3 1 0x y dx x y dy+ + + − =

 
 

2) ( ) ( )2 3 22 2
4 2 3 0xy xyy e x dx xye y dy+ + − =

 
 

3) ( ) ( )2cos 2 sin 1 0y yy x xe dx x x e dy+ + + − =

 
 

4) ( )2 21 sin 2 2 cos 0y x dx y xdy+ − =

 
 

5) 2 1
2 2 ( 1) 0

( )

y
y dx y x dy

x x y x y

   
− + + + + =   

+ +    
 

6) ( ) ( )2 3 3 2 22 2 4 6 2 0x t x dt x x t xt dx− + − + =

 
 

)נתונה המשוואה   (7 ) ( )2 33 2 0xy xyx ye dx y kxe dy+ + +  קבוע.   kכאשר  ,=

 שהמשוואה תהיה מדויקת?  על מנת, kמה צריך להיות הערך של הקבוע   .א

 שמצאת בסעיף א.  kפתור את המשוואה עבור הערך של   .ב
 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 4 20.5 3 0.5x yx y y c+ + − = 

2) 
2 4 3xye x y c+ − = 

3) 2sin yy x x e y c+ − = 

4) 
2 2cos2

2 2

y x y
x c− − = 

5) 2ln ( 1) 2 lnx y x y x x c+ + + + − = 

6) 2 2 3 42x t x t x c− + = 

7) 
4

31,   
2

xy y
k x e c= + + = 

1

פרק 22משוואות מסדר ראשון

177

177



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.il- לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 גורם אינטגרציה 

 שאלות

)הראה שהמשוואה   (1 )2 3 21 ' 0x y x y y+ +  , אינה מדויקת =

האינטגרציה  ופתור אותה בעזרת גורם 
3

1

xy
. 

 

הראה שהמשוואה   (2
sin cos 2 cos

2 sin 0
x

xy y e x
e x dx dy

y y

−
−    +

− + =  
   

 

 .xyeופתור אותה בעזרת גורם האינטגרציה   ,אינה מדויקת

 

)הראה שהמשוואה  (3 )2 sin cos 0x ydx x ydy+ +  , אינה מדויקת =

 .xxeאינטגרציה  הופתור אותה בעזרת גורם 

 

 : 9-4בשאלות    המשוואותפתור את 

4) ( ) ( )2 2 0x y x dx xy dy+ + + =  

 

5) ( )2 2 0x x y dx ydy− − + = 

 

6) ( ) ( )3 4 32 2 0xy y dx xy dy+ + − = 

 

7) ( )2 0y y dx xdy− + = 

 

8) ( ) ( )2 2 2 0y xy dx x x y dy− + + = 

 

9) ( )
2

3 4

3
1 1 ; '

2

yx
y y

x y
= − =

+
 

  

1
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)  נתונה מד"ר לא מדויקת (10 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

)הוכח: אם   .א )y xM N
f x

N

−
אז  ,=

( )f x dx

e  .הוא גורם אינטגרציה 

)הוכח: אם   .ב )y xM N
g y

M

−
אז  ,=

( )g y dy

e
− הוא גורם אינטגרציה . 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (11 ) ( )4 3 24 2 3 0y xy dx xy x dy− + − =. 

 בלבד. xyבהנחה שהוא פונקציה של   ,מצא את גורם האינטגרציה של המשוואה

)  גורם האינטגרציה מהצורה  ,כלומר )xy. 

 

)נתונה המשוואה   (12 ) ( )2 3 2 2 35 3 2 3 3 6 0x y xy dx x xy y dy+ + + + + =. 

)  בהנחה שהוא מהצורה ,מצא את גורם האינטגרציה )x y +. 

 

)  ציאליתנ נתונה המשוואה הדיפר  (13 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

 על מנת שיהיה לה גורם אינטגרציה  , מצא תנאי על המשוואה

  פונקציה שלשהוא  
x

y
 בלבד. 

 

)  הדיפרנציאליתנתונה המשוואה  (14 ) ( )2 3 2 0x y dx x xy dy+ + =. 

x  בהנחה שהוא פונקציה של ,מצא את גורם האינטגרציה של המשוואה y . 

)גורם אינטגרציה מהצורה    ,כלומר )x y . 

 

)נתונה המשוואה הדיפרנציאלית   (15 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

על מנת שיהיה לה גורם אינטגרציה שהוא   , המשוואהמצא תנאי על  .א
 בלבד.  xy  פונקציה של

היעזר בסעיף א' על מנת למצוא את גורם האינטגרציה של המשוואה   .ב

( )2 ln 0y xy x dx xdy− + =. 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (16 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

 נת שיהיה לה גורם אינטגרציה מצא תנאי על המשוואה על מ 
xשהוא פונקציה של   y+ .בלבד 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

20.5 ln
2

y
x y c

−

+ + =
−

 

2) sin 2 cosxe y y x c+ = 

3) 2sin xy e x c  = 

4) 
3

4 2 20.25 0.5
3

x
x x y c+ + = 

5) ( )2 21
ln

2
x y x c+ − = 

6) 2

2

1
x xy c

y
+ + =  

7) 
x

x c
y

− = 

8) 
1

ln x y c
xy

− − + = 

9)  
3 32 1

3 3

x y

y
− + = 

 . שאלת הוכחה (10

11) ( ) ( )
2

xy xy = 

12) ( ) ( )
2

x y x y + = + 

13) 
( ) ( )

( )2
2

if:    then:  I.F.:

y xy M N

y x yN xM
y M N

xh e
yyN xM



−

+
− 

= =
+

 

14) 
3

1

xy
 = 

)א.  (15 )if :      then: I.F. : 

y xM N

y x yN xM
M N

h xy e
yN xM



−

−
− 

= =
−

 

ב. 
2 2

1

x y
 = 

16) ( )if :      then:I.F.:
y xM N

y x N M
M N

h x y e
N M



−

−
− 

= + =
−
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 ת מסדר ראשוןוליניארי משוואות

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) 2 4
dy

xy x
dx

+ = 

 

2) 3 2' 3 2xy y x x x= + + − 

 

3) ( ) ( ) ( )
3

2 2 ' 2 2x x y y x − = + − 

 

4) ( ) ( )3 2 30 ' 2 3x x y x y x + − = 

 

5) ( )0 1 ; 2 2
dy

y y t
dt

= + = + 

 

6) ( ) cossin 0 cot 5 xdy
x y x e

dx
 + = 

 

7) ( )sin 0 ' 2 cot 1x y y x − = 

 

8) ( ) 20 ; ' 2 cosz x z xz x = + = 

 

9) ( )32ydx x y dy= + 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

2 xy C e−= +  

2) 
2

3 2ln
2

x
y x x x C

 
= + − + 

 
 

3) ( ) 22 4y x x x C = − − +  

4) 
2

1

3 31

2
xy x C x e= +  

5) 2 ty t e−= + 

6) cos1
5

sin

xy e C
x
 = − +  

7)  2sin coty x x C= − + 

8) 
2

sin x
z

x
= 

9) ( ) ( )2x y y y c= + 
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 משוואת ברנולי

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) 2 3' 2 0x y xy y+ − =

 
 

2) ( )2 21 ' 2 0x y xy y+ − − =

  

3) 2 1/22
dy

x y x y
dx

− =

 
 

4) ( ) 4 3 21
1 2.5 ; ' 5y y x y x y

x

 
= − + = − 

  
 

5) ( ) 31
sin 0 ' cot

sin
x z x z z

x
 −  = 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
4

1

2

5

y

c x
x

= 

+ 

 

2) 
2 1x

y
x C

+
=
− +

 

3) 
2

2

2

x
y x C

 
= + 

 
 

4) 
5

5

5 x

x

xe
y

e e
=

+
 

5) 
2sin

cos

x
z

x C
= 

+
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 משוואת ריקטי 

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) 2 25
' 1

2

x xy e e y y
 

= + + + 
  

 

2) ( )
2

' 1y x y= + −

  

3) ( )2 2' 1 2 cos 1 4 cos 2 cosy x x x x x y y x= + + − + + 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

1) ( )
1.52

3

0.5
x

x

x

e
y x e

Ce−

= − +

− +

 

2) ( )
1

y x x
x C

= +
− +

 

3) ( )
1

cos sin x
y x x

x x Ce
= +

− +
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 משוואות מסדר ראשון וממעלה גבוהה

 נושא זה לא נלמד בדרך כלל; בדוק עם מרצה הקורס אם אתה נדרש אליו.הערה: 

'  נסמןפרק זה  -בתת :ת סימוןהער
dy

p y
dx

= =. 

 

 שאלות

 פתור את המשוואות הבאות: 

1) ( ) 2 2 2 2' 4 4 2 0p y x p x p xy y= − − − =

 
 

2) ( ) 2 2 2' 6 0p y x p xyp y= + − =

 
 

3) ( ) ( )2 2 2 2' 0p y xyp x xy y p x xy= + + + + + =

 
 

4) ( ) 4 2' 2p y y px p x= = +

 
 

5) ( ) 2' 2 4 0p y xp yp x= − + =

 
 

6) ( ) ( ) 2 2' 0 6 3 0p y y p y px y=  + − = 
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 תשובות סופיות 

1) ( )1 2

1
2 ln ln 0

2
y x x c y x c

 
− −   + − = 

 
 

2) ( ) ( )1 2ln 2ln ln 3ln 0y x c y x c− −  + − = 

3) 
2 2

1
20.5 0,   0

2 2

c y x
y x c x

x

  
+ −  + − =   

   
 

4) 22y cx c=  + 

5) 21 2

2
y cx

c
= + 

6) 
2

2

2 2
6 3 0

c c
y x y

y y

   
+ − =   

   
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 פתרונות גרפיים ונומריים למשוואה מסדר ראשון

 שאלות

'שרטט שדה כיוונים למשוואה הדיפרנציאלית   (1 2y y x= −. 

 

 : ג' לשדה הכיוונים שלה-התאם כל אחת מהמשוואות שבסעיפים א' (2

' .א
x

y
y

= 

y' .ב xy= 

y' .ג x y= + 

 

   

 3איור     2איור    1איור 

 

)נתונה המד"ר:    (3 )' , 0 2y y x y= − =. 

)  מצא בקירוב את )1y  0.1  בעזרת שיטת אוילר עםh =. 

 

)נתונה המד"ר:   (4 )' , 1 2y x y y= + =. 

)  מצא בקירוב את )2y  0.2  בעזרת שיטת אוילר עםh =. 
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 תשובות סופיות 

1)  

 

 . סעיף א' –  3איור  , סעיף ב' –  2איור  , סעיף ג' –  1איור  (2

3) ( )1 4.593y = 

4) ( )2 6.95328y = 
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 על שם פיאנו ופיקארד   משפט הקיום והיחידות

 שאלות

)נתונה הבעיה   (1 ) 21 1
2 1  ,  '

2 4
y y x x y= − = − + +. 

)- הוכח ש .א ) ( ) 2

1 2

1
1,    

4
y x x y x x= − + =  הם פתרונות לבעיה.  −

 קבע באיזה תחום תקף כל אחד מהפתרונות. 

 הסבר מדוע קיום שני פתרונות לא סותר את משפט היחידות.  .ב

 

)  נתונה הבעיה (2 ) 30 0 ,    ' 4y y y= = +. 

 הוכח שהבעיה מקיימת את תנאי משפט הקיום.  .א

 הוכח שהבעיה אינה מקיימת את תנאי היחידות.  .ב

 ומצא אותו.  ,הוכח שלבעיה קיים פתרון יחיד .ג

 

)פתור את הבעיה   (3 ) ( )2 2 24 0 ,   ' cos sin
2

y y x y y x y
 

= = + − + 
 

. 

 

)נתונה הבעיה   (4 ) ( )( )
5

20 4 ,   ' 1y y y x y= = − +. 

 הראה שכל פתרון של הבעיה בהכרח חסום מלמטה. .א

 הראה שכל פתרון של הבעיה בהכרח עולה בתחום הגדרתו.  .ב
 

)  נתונה המד"ר (5 )32ydx x y dy= +. 

)הראו שעבור   .א )x x y=  ,המד"ר ליניארית מסדר ראשון 

 . אתופתרו אותה ככז

 קבעו, על פי משפט הקיום והיחידות למד"ר ליניארית,  .ב

)מהן נקודות ההתחלה   )0 0,x y ,כך שלמד"ר הנתונה קיים פתרון יחיד , 

)העובר דרך   )0 0,x y. 

 צטטו את המשפט עבור המד"ר הליניארית שקיבלתם.

)שבו קיים פתרון יחיד העובר דרך   מהו הקטע הארוך ביותר  )0 0,x y? 
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נתונה בעיית ההתחלה   (6
' 2

(0) 1

y xy

y

=


=
. 

 קרובי פיקארד לפתרון הבעיה.  3מצאו  .א

 באינדוקציה(. )הוכיחו  nמצאו צורה כללית לקירוב פיקארד מסדר   .ב

 n  והראו כי קירוב פיקארד מסדר ,פתרו את המד"ר ישירות  .ג
nמתכנס לפתרון כאשר   → . 

 

)כמה פתרונות יש לבעיית ההתחלה   (7 )
1

' | sin |
0

(1)

y y
x x

y 


=

 
 =

? 

 

  נתונה בעיית התחלה: (8
2' 5 5

(0) 0

y y

y

 = +


=
. 

 יה קיים פתרון יחיד. עכלשהו שבו לבמצא קטע   .א

שבו משפט הקיום והיחידות יודע להגיד   ,מצא את הקטע הגדול ביותר .ב
 שקיים פתרון יחיד. 

שקיים קטע גדול יותר מהקטע שמצאת   ,על ידי חישוב ישיר  ,הראה .ג
 בו קיים לבעיה פתרון יחיד.  ,בסעיף ב'

 

  נתונה בעיית התחלה: (9
( )' 0

(0) 1

x
y y

y

y


= − 


 =

. 

 יה קיים פתרון יחיד. עמצא קטע כלשהו שבו לב .א

שבו משפט הקיום והיחידות יודע להגיד   ,מצא את הקטע הגדול ביותר .ב
 שקיים פתרון יחיד. 

שקיים קטע גדול יותר מהקטע שמצאת   ,על ידי חישוב ישיר  ,הראה .ג
 בו קיים לבעיה פתרון יחיד.  ,בסעיף ב'

 

הראו כי לבעיה   (10
0 0

' sin

( )

y x y

y x y

= +


=
 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

הראו כי לבעיה   (11
0 0

' sin

( )

y x xy

y x y

= 


=
 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

הראו כי לבעיה   (12
2

0 0

'

( )

yy xye

y x y

− =


=

 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 
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 תשובות סופיות 

 . ב. שאלת הסבר  . שאלת הוכחהא.  (1

 . ג. שאלת הוכחה  . ב. שאלת הוכחה  . שאלת הוכחהא.  (2

3) ( ) 0y x =  

 ב. שאלת הוכחה.   . א. שאלת הוכחה (4

 ראו שאלה אחרונה בנושא 'מד"ר ליניארית מסדר ראשון'. א.  (5

)כל נקודת התחלה  ב.  )0 0,x y  0, שעבורה 0y . 

)הקטע הארוך ביותר:       )0,   או( ),0−. 

א.  (6
2 4 2 4 6

2

0 1 2 3( ) 1, ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1
1! 2! 1! 2! 3!

x x x x x
y x y x x y x y x= = + = + + = + + + 

ב. 
4 6 2

2( ) 1 ...
2! 3! !

n

n

x x x
y x x

n
= + + + +  ג. הוכחה.   +

 אחד.  (7

א.  (8 0.08,0.08−  .ב[  הוכחה. ג.   −[0.1,0.1

א.  (9
1 1

,
4 4

 
− 
 

]ב.     ג. הוכחה.   −[0.5,0.5

 הוכחה.  (10

 הוכחה.  (11

 הוכחה.  (12
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1. מטריצות י 192
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3. דרגה של מטריצה י 195

4. מטריצה אלמנטרית י 198

5. פירוק LU י 200

6. תרגילי תיאוריה מתקדמים י 201

7. המטריצה ההופכית י 203
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 מטריצות

 שאלות

4נתונות המטריצות הבאות:  (1 6 4 6 6 2 4 2 6 4, , , ,A B C D E    . 

 קבע אילו מבין המטריצות הבאות מוגדרות.
 במידה והמטריצה מוגדרת, רשום את סדר המטריצה:

 

,מצא את  (2 ,x y z:אם ידוע כי , 
2 3 2 2 2 5

2 5 2 8 4 3 12

x y x y z z

x y x y z z

      
   

       
. 

 

נתונות המטריצות הבאות: 3-8בשאלות 

 

2 3

4 0 1 4 2
4 1 1 4 2

1 2 , , , 1 0 1 ,
0 2 4 1 5

1 1 4 2 10

4 1 1 1 0 0
1 0

1 0 1 , , 0 1 0
0 1

4 1 1 0 0 1

A B C D

E I I

   
      

                   

   
    

       
       

 

 חשב )במידה וניתן(:

E .א  (3 D ב. 
3E D I  

 .ד 5C .ג 
32 4D EI 

4)   22 2tr D E  

4 .א  (5 TC A ב. 
1 1

2 4

TA C 

6)  2I BC  

7)   Ttr C C  

8)  DABC  

 

A .א B ב. AB ג. AC D ד. AE B 

B .ה AB ו. ( )E B A ז. ( )TE A D ח. TE B 

) .ט )E AC י. ( )E B A   
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 תשובות סופיות

4 .א  (1 6 4 .ג לא. .ב 2 לא .ה לא. .ד 

6 .ו  6 6 .ז 2 6 .ט לא. .ח 4 6 .י 6 

2)     , , 2,1, 1x y z    

 .א  (3

5 5 3

0 0 0

8 3 9

 
 
 
 
 

 .ב 

4 3 1

2 1 2

0 1 10

  
 
 
   

 .ג 
5 20 10

20 5 25

 
 
 

 

 .ד 

18 12 8

2 0 2

24 8 16

 
 
 
 
 

 4)  230 

 .א  (5

8 16

17 6

7 21

 
 
 
 
 

 .ב 
2.25 1.5 0

1 1.25 1.75

 
 
 

 

6)  
8 17 13

8 2 10

 
 
   

 7)  63 8)  

32 82 22

48 87 75

48 108 36

  
 
 
   
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 סימטריות -מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי

 שאלות 

TAתיקרא סימטרית אם   Aמטריצה ריבועית   A=, סימטרית אם  - ואנטיTA A= − . 

 מטריצה ריבועית. A- ידוע ש (1
 :)אחד או יותר( מי מבין הבאים נכון

1. TAA  .סימטרית 

2. TA A+  .סימטרית 

3. TA A− סימטרית. -אנטי 

 

 סימטריות מאותו סדר. -אנטי  B- ו A- ידוע ש (2
 מי מבין הבאים נכון:

1. BABABA סימטרית. -אנטי 

2. 2 2A B−  .סימטרית 

3. 2A B+  .סימטרית 

 

ABסימטריות מאותו סדר ונתון כי   B- ו A- ידוע ש (3 BA= − . 
 מי מבין הבאים נכון:

1. 3AB סימטרית-אנטי . 

2. 2AB  .סימטרית 

3. 2( )A B−  .סימטרית 

 

ABאנטי סימטרית מאותו סדר ונתון כי   B- סימטרית וA- ידוע ש (4 BA=. 
 הוכח:

1. AB סימטרית. -אנטי 

2. AB B+ סימטרית. -אנטי 

 

,נתון:   (5 ,A B AB  .סימטריות מאותו סדר 

4הוכח כי   4 4 4A B B A=. 
 

 תשובות סופיות 

1) 1,2,3 
2) 2 
3) 1,2,3 
 הוכחה.  (4
 הוכחה.  (5

1
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 דרגה של מטריצה

 שאלות

)אמת את המשפט   (1 ) ( )Trank A rank A=, 

  על המטריצה:

1 2 3 4 10

5 6 7 8 14

6 8 10 12 24

3 2 1 0 6

A

 
 
 =
 
 

− 

. 

 

)אמת את המשפט   (2 )  min ( ), ( )rank AB rank A rank B, 

  עבור:

1 2 3 4 1 2 3

5 6 7 8 4 5 6

6 8 10 12 7 8 9

3 2 1 0 1 1 1

A B

   
   
   = =
   
   
   

. 

 

נתונה המטריצה:   (3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4 1

0 0 0 10

k

k
A

k

k

− 
 

−
 =
 −
 

− 

. 

)חשב את   )rank A. 

 

1nריבועית מסדר   ה מטריצ Aנתון כי   (4 . 
 הוכח או הפרך: 

) .א ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

) .ב ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

 

A,נתון כי   (5 B   1מטריצות ריבועיות מסדרn . 
 הוכח או הפרך: 

)אם  .א ) ( )rank A rank AB=,   אז בהכרחB  .הפיכה 

)- ייתכן ש .ב ) ( ).rank A rank AB 

)אם  .ג ) ( )rank A rank B ,  אז( ) ( ).rank AB rank B 
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נתון   (6

1 2 3 1 2 3

0 0 1 , 0 4 5

0 0 4 0 0 1

A B

−   
   

= − =
   
   
   

. 

)חשב את   .א ) ( ),rank A rank B . 

)חשב את   .ב )10 14rank B A. 

 

A,נניח כי   (7 B שתי מטריצות ריבועיות מסדר  n. 

2הוכיחו כי   ( ) ( )
A A

rank rank A rank B
A B

 
 + 

 
. 

 

8תהי   (8 7xA כך ש ,מטריצה -( ) 3rank A =. 

מטריצות   3הוכח כי קיימות  
1 2 3, ,A A A,  1שלכל אחת מהן דרגה , 

- כך ש
1 2 3A A A A= + +. 

 מטריצות.  3- הראו כי לא ניתן לקבל זאת עם פחות מ

 .kשדרגתה   mxnהכלילו את תוצאת התרגיל למטריצה מסדר  
 

3נתונות שתי מטריצות   (9 5 5 3,A B . 

 הוכח או הפרך את הטענות הבאות: 

) .א ) ( )rank AB rank BA= 

) .ב ) ( )rank AB rank BA 

 לא הפיכה. BAהמטריצה  .ג
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 תשובות סופיות 

 הוכחה.  (1
 הוכחה.  (2
1kאם  (3 )אז   ,= ) 2rank A ,4אם . = 10k k= )אז  ,= ) 3rank A =. 

1,4,10kאם     ( ) 4rank A =. 

 הטענה נכונה.ב.   א. הטענה אינה נכונה.  (4
 . ב. הטענה אינה נכונה  א. הטענה אינה נכונה.  (5

 .ג. הטענה אינה נכונה

)א.  (6 ) 3rank B = ,( ) 2rank A ) ב.  .= )10 14 2rank B A = 

 הוכחה.  (7
 הוכחה.  (8
 הוכחה.  (9
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 מטריצה אלמנטרית

 שאלות

רשום את המטריצה   (1
1 2

3 4
A

 
=  
 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

רשום את המטריצה   (2
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

 ד. -הוכח או הפרך כל אחד מסעיפים א  (3
 ע"י סדרת פעולות דירוג.  A- מתקבלת מ B- ומטריצה ריבועית,  Aנתון כי  

 : ע"י הפעלת אותה סדרה של פעולות תתקבל גם         

 .2A- מ 2B .א

 .2A- מ BA .ב

 .BA- מ 2B .ג

 .AB- מ 2B .ד
 

]3תהי   (4 ]A M R,  איברי  , סכום  4כך שסכום איברי השורה הראשונה שלה הוא

 .10וסכום איברי השורה השלישית שלה הוא  1השורה השנייה שלה הוא 

2נגדיר את המטריצות האלמנטריות   1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 , 0 1 0

0 3 1 4 0 1

E E

   
   

= =
   
   −   

. 

למה שווה סכום איברי השורה השלישית במטריצה  
2 1E E A? 

 פתור בשתי דרכים: 
 האלמנטרית. בעזרת תכונות המטריצה  –דרך א'  
 בעזרת כפל מטריצות.   –דרך ב' 
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 תשובות סופיות 

1) 

1 2 3

1 0 1 1 1 0 1 2

3 1 0 1 0 2 3 4

e e e A

−     
=     

−     
 

2) 1 2 3 4

5 6

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1

0 0 1 2 0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 1 1 1 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

e e e e

e e

    
    

− •
    
    
    

  
  
• −
  
  
  

7 8

1 0 0

1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

e e

A

  
  

=
  
  −  

 

 הוכחה.  (3

4) 3− 

1
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 LUפירוק 

 שאלות

של המטריצה  LUרשום את פירוק  (1
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

  
 

   
   

. 

 

של המטריצה  LUרשום את פירוק  (2

1 2 3 4

2 3 8 5

1 3 1 3

3 8 1 13

A

 
 

 
 
 

 

. 

 

 של המטריצה LUרשום את פירוק  (3

2 6 6

4 5 7

3 5 1

6 4 8

8 3 9

A

 
 
  
  
 
  
  

. 

 
 תשובות סופיות

1) 

1 1 1 1 0 0 1 1 1

3 4 2 3 1 0 0 1 1

2 3 2 2 1 1 0 0 1

A L U

        
     

    
     
            

 

2) 

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4

2 3 8 5 2 1 0 0 0 1 2 3

1 3 1 3 1 1 1 0 0 0 2 4

3 8 1 13 3 2 2 1 0 0 0 3

A L U

      
     

         
      
     

      

 

3) 

1 0 0 0 0
2 6 6 2 6 6

2 1 0 0 0
4 5 7 0 7 5

3
3 5 1 0 0 02 1 0 0

2
6 4 8 0 0 0

3 2 0 1 0
8 3 9 0 0 0

4 3 0 0 1
A U

L

 
     

      
    
      
                  
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 תרגילי תיאוריה מתקדמים

 שאלות

A,תהיינה  (1 B  2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 

ABאזי בהכרח מתקיים: .א BA. 

2אם  .ב

nA AB I  אז בהכרחB  .הפיכה 

אם  .ג 
100

AB I אז בהכרח 
100

BA I . 

אם  .ד 
100

0AB   אז בהכרח 
101

0BA . 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (2

A,תהיינה  .א B  מטריצות מסדרn n 2, עבורןA AB .היא מטריצה היחידה 

AB-הוכיחו ש BA. 

2B-אם נתון בנוסף ש .ב BA ,היא מטריצת האפס 
 היא מטריצת האפס. Bהוכיחו שגם 

 

A,תהיינה  (3 B:מטריצות כלשהן. אזי בהכרח 

A,אזי  ,היא מטריצה ריבועיתABאם המכפלה  .א B.מטריצות ריבועיות 

A,היא מטריצה הפיכה, אזי ABאם המכפלה  .ב B .מטריצות ריבועיות 

 מטריצה ריבועית.Bמוגדרת, אזי ABמטריצה ריבועית והמכפלה Aאם  .ג

A,אם  .ד B מטריצות ריבועיות מאותו סדר, וכן   rank A rank B, 

אזי    rank AB rank B. 

 אף תשובה אינה נכונה. .ה
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nמטריצות ריבועיות מסדר  B-ו Aתהיינה  (4 nכך ש ,-BA AB. 

A,אם  .א B  2סימטריות הוכיחו כיAB .סימטרית 

1rankAנניח כי  .ב n  0-וv   0הוא וקטור המקייםAv , 
 בסקלר. vהוא כפולה של  Bvהוכח כי 

 

A,תהיינה  (5 B  2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 

 אזי בהכרח מתקיים:

AB .א BA 

2אם  .ב

nA AB I  אז בהכרחAB BA. 

אם  .ג 
100

AB I  אז בהכרח 
100

BA I. 

אם  .ד 
100

0AB   אז בהכרח 
100

0BA . 

 אף תשובה אינה נכונה. .ה

 

6) A  ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ-A .)ע"י סדרת פעולות דירוג )בשורות 
 פעולות תתקבל גם:ע"י הפעלת אותה סדרה של 

 .2A-מ 2B .א

 .2A-מ BA .ב

 .BA-מ 2B .ג

 .AB-מ 2B .ד

 .אינה נכונהאף תשובה  .ה

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות

 הוכחה. (4 ה (3 הוכחה. (2 ג+ד (1

   ב+ד (6 ב+ג (5
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 המטריצה ההופכית

 שאלות

 מצא את ההפוכה של כל מטריצה.  9-1בשאלות 
 בדוק תשובתך על ידי כפל מטריצות מתאים. 

1) 
1 2

3 4

 
 
 

 2) 
5 2

7 3

 
 
 

 3) 
4 1.5

2 1

 
 
 

 

4) 

1 0 2

4 1 8

2 1 3

 
 

−
 
 
 

 5) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

 
 

−
 
 
 

 6) 

2 1 1

3 2 2

5 3 4

− 
 

− 
 − 

 

7) 

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

 
 
 
 
 
 

 8) 

1 4 2 4

1 2 1 0

0 1 1 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 
 

− − 

 9) 

1 1 0 1

4 2 2 3

2 1 2 1

4 0 2 2

 
 
 
 − −
 

− 

 

 

2המטריצה הבאה:   kעבור אילו ערכים של הקבוע   (10

1 1 1

5 7 3

3 1 3

k

k

− 
 

− +
 
 − + 

 ? הפיכה 

 

  המטריצה kעבור אילו ערכים של הקבוע   (11

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

 
 
 
 
 
 
 
 

 ? הפיכה איננה 

 

 :X  וחלץ את ,nהן הפיכות מסדר   21-41בשאלות  הנח שהמטריצות

AXC .א  (12 D= 1 .ב 1A XC A DC− 1 .ג =− TP X P A− = 

1 .א  (13 2( )C A X D I− −+ 1 .ב = 1( )A AX X C− −− = 

14)      1T T TABC X BA C AB− =  

 

נתון   (15
1 2

4 9
B

 
=  
 

. 

)אם ידוע כי   ,Xחשב את   )
12 2B X B B I
−
= +. 
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1נתון   (16

1 0 2

4 1 8

2 1 3

B−

 
 

= −
 
 
 

1TBYBאם ידוע כי   ,Yחשב את   . B B−= +. 

 

1נתון   (17
2 3

4 7
A−  

=  
 

. 

)  בנוסף כי: אם נתון ,Bחשב את   ) ( )
2 2

5 2 7TA B I A A
− −

+ =. 

 
 ענה על הסעיפים הבאים: (18

2המקיימת    מטריצה ריבועית Aנתון:   .א 5 2 0A A I− − =. 

 .I- ו Aבמונחי   −1Aהפיכה ובטא את  A  כי  הוכח

)המקיימת    מטריצה ריבועית Aנתון:   .ב 3 )( 2 ) 0A I A I− + =  . 

 .I- ו Aבמונחי   −1Aהפיכה ובטא את  A  כי  הוכח

 

3:  ן כינתו  (19 2( ) 4 20 48p x x x x= − − + ,

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

. 

)חשב את   .א )p A. 

 , הפיכה A-ש  הוכח , )ולא בדרך אחרת(סעיף א בעזרת תוצאת  .ב

 בלבד. I- ו Aבעזרת   −1Aובטא את  
 

4מטריצה ריבועית המקיימת   A  כי נתון (20 0A =. 

 לא הפיכה. Aהוכח כי   .א

Iהוכח כי המטריצה  .ב A− ומצא את ההופכית שלה.  ,הפיכה 
 

נתון:   (21
1

1

P AP B

Q BQ C

−

−

 =


=
. 

1D- כך ש ,Dהוכח כי קיימת מטריצה הפיכה   AD C− =. 
 

 * הנח שכל המטריצות הנתונות ריבועיות, מאותו סדר והפיכות.
 ניתן לנסח את השאלה כך:  ,דמיון מטריצות* לסטודנטים המכירים את המושג *

 .C- דומה ל Aאז  ,C- דומה ל B-ו B- דומה ל  Aהוכח: אם  
 )כלומר יחס הדמיון הוא יחס טרנזיטיבי( 
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A,תהיינה   (22 B   2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות: 

AB .א BA=. 

2אם  .ב

nA AB I−  הפיכה.  Bאז בהכרח  , =

2אם  .ג

nA AB I−  הפיכה.  Aאז בהכרח  , =

)אם  .ד )
100

AB I= ,  אז בהכרח( )
100

BA I=  . 

)אם  .ה )
100

0AB )אז בהכרח  , = )
101

0BA =. 

 

A,תהיינה   (23 B  מטריצות מסדרn n  2, עבורןA AB I+ =. 

AB- הוכיחו ש .א BA=. 

2B- אם נתון בנוסף ש .ב BA+ ,היא מטריצת האפס 
 היא מטריצת האפס.  Bהוכיחו שגם  

 
A,תהיינה   (24 B.מטריצות כלשהן 

 הוכח או הפרך את הטענות הבאות: 

ABאם  .א I=   1אזB A−=. 

A,היא מטריצה ריבועית, אזי  ABאם המכפלה   .ב B .מטריצות ריבועיות 

A,היא מטריצה הפיכה, אזי  ABאם המכפלה   .ג B  .מטריצות ריבועיות 

 לא הפיכה.  ABהמכפלה   .ד

 מטריצה ריבועית.Bמוגדרת, אזי  ABמטריצה ריבועית והמכפלה  Aאם  .ה

 

2Aתיקרא אידמפוטנטית אם   Aמטריצה ריבועית  (25 A=. 
 הוכח:

Aלמעט המקרה בו   .א I= אידמפוטנטית היא לא הפיכה. , מטריצה 

יחידה נקבל מטריצה  האם נחסר מטריצה אידמפוטנטית ממטריצת   .ב
 אידמפוטנטית.

 , 2מסדר  תמטריצה אידמפוטנטית ריבועי Aאם  .ג
) אז ) 1tr A  מטריצה אלכסונית.   A -או ש =

 nAאידמפוטנטית   A .ד A=,   לכלn  .טבעי 
 

 

 )דטרמיננטות( תמצא שאלות נוספות הנוגעות למטריצה ההפוכה.  3בפרק : הערה
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 תשובות סופיות 

1) 
2 1

1.5 0.5

 
 

− 
 2) 

3 2

7 5

− 
 
− 

 3) 
1 1.5

2 4

− 
 
− 

 

4) 

11 2 2

4 1 0

6 1 1

− 
 

− 
 − − 

 5) 

8 1 3

5 1 2

10 1 4

− − 
 
−

 
 − 

  

6) 

2 1 0

2 3 1

1 1 1

− 
 

− 
 − − 

 7) 
1 1
2 2

1 1
3 3

1 1
4 4

1 0 0 0

0 0

0 0

0 0

 
 
− 
 −
 

− 

  

8) 

7 10 20 4

2 3 6 1

3 5 8 2

1 2 3 1

− − 
 
− −
 
 − −
 
− − 

 9) 

7 2 3 1

10 3 5 2

10 3 4 1.5

4 1 2 1

− − 
 
− −
 
 − −
 

− − 

  

10) 1, 2k k  − 11) 1, 4k k= = −  

1  א.  (12 1A DC− ). ג   D. ב  − )1
T

T TP A P− 

2CDא.  (13 A−   .ב( )
1

1A C A
−

−+ 

14) 1( )T T TBA C B BC− 15) 
5 1

4
2 1

X
− 

=  
− 

 

16) 

22 86 38

64 246 114

60 238 100

Y

 
 

=  
 
 

 17) 
264 4501

448 768245
B

 
=  

 
 

1א.  (18 0.5 2.5A A I− = 1ב.   − 1 1
6 6

A A I− = − 

 א. (19

0 0 0

( ) 0 0 0

0 0 0

f B

 
 

=
 
 
 

1ב.    21 1 5

48 12 12
B B B I− = − + + 

1ב.    א. הוכחה.  (20 2 3( )I A I A A A−− = + + + 

 הוכחה.  (21
 הוכחה.  (22
 הוכחה.  (23
 הוכחה.  (24
 הוכחה.  (25
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 בחזרה למערכת משוואות ליניארית

 שאלות

המבטאות את מערכת המשוואות   ,b- ו A ,xמצא מטריצות   סעיפים הבאים ב (1
Axהנתונה ע"י המשוואה היחידה   b=: 

 .א

2 3

2 4 5

6 4 2

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ − =

+ + =

 .ב 

2 3 1

4 2 4

1

4 2 10

x y z t

x y z

y z t

x z y

− + + =

+ + =

+ + =

− − =

 

 

  :נתון כי 2-6בשאלות 

4 2 4 1

1 1 1 2

1 6 3 3

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     −     

. 

 כמערכת משוואות לינאריות:בשאלות אלה בטא כל אחת מהמשוואות 

2) Ax b= 3) 4Ax x b= + 4) Ax kx b= − + 

5) Ax x= 6) 2 3TA x x b= +  

 

 , הפתור את מערכת המשוואות הבא (7

 בעזרת המטריצה ההפוכה:

2 3

3 2 2 5

5 3 4 11

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

. 

 
 , פתור את מערכת המשוואות הבאה (8

 :בעזרת המטריצה ההפוכה

4 2 4 1

2 0

1

3 2 0

x y z t

x y z

y z t

x y z t

+ + + =

+ − =

+ + =

+ − − =

. 

 
 ים:למערכת משוואות מסוימת יש את שני הפתרונות הבא  (9

( , , ) (2, 8,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= − = − −. 
 הוכח שהמערכת חייבת להיות הומוגנית. 
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 ם: למערכת משוואות לא הומוגנית יש את שני הפתרונות הבאי (10

( , , ) (2,3,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= = − −. 
 מצא פתרון לא טריוויאלי כלשהו של המערכת ההומוגנית המתאימה. 

 

2  :נתונה המערכת (11 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 : למערכת, k  מצא עבור אילו ערכים של הקבוע
 פתרון יחיד.     ב. אין פתרון.     ג. אינסוף פתרונות.  א.
 
 בפתרונך השתמש במושג 'דרגה של מטריצה'. * 
 

נתון   (12

1 1 2 3 1

2 0 1 2 2
,

5 8 4 2 0

0 5 3

A b

k m

   
   
   = =
   
   

−   

 . 

)ידוע כי   ) 3rank A Axידוע כי למערכת ו ,= b=  .יש פתרון 

k,מצאו את הקבועים   m. 
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית   (13
 . 0שווה  A  סכום האיברים בכל שורה של המטריצה

 הפיכה.  לאמטריצה  A- הוכח ש
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית הפיכה   (14
 .kשווה   Aמטריצה  הסכום האיברים בכל שורה של  

 הוכח שסכום האיברים בכל שורה של המטריצה הוא קבוע. 
 .k  בטא קבוע זה בעזרת

 

  :מקיימת A  מטריצה  (15

1 2 3

4 5 6 0

7 8 9

A

 
 

=
 
 
 

. 

הוכיחו כי הווקטור  

6

15

24

 
 
 
 
 

0Axההומוגנית  הוא פתרון של המערכת    =. 
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A,יהיו   (16 B   מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 עבור כל אחת מהטענות הבאות קבע האם היא נכונה או לא.  

)אם למערכת   .א ) 0AB x  קיימים שני פתרונות שונים,  =

 לא הפיכה.  Aאז בהכרח 

)למערכת   0- אם קיים פתרון שונה מ  .ב ) 0AB x =, 

)אז למערכת   ) 0BA x  . 0- קיים פתרון שונה מ =

0Axאם למערכת   .ג 2- קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת    .ד ) 0tA A x  לא הפיכה.   Aקיים פתרון יחיד, אז  =

)למערכת ההומוגנית   0- אם קיים פתרון שונה מ  .ה ) 0AB x =, 

0Axאז למערכת ההומוגנית    . 0- קיים פתרון שונה מ =

 

): נתונה מערכת משוואות מעל   (17 )0d Ax d =. 

)המקיימת   ,4  מטריצה ריבועית מסדר Aנתון כי   ) 2rank A =. 
הנתונה:  וקטורים הבאים פותרים את המערכתו ידוע כי ה

1 2 1 2 1 2( , ,6,7), ( , ,1,2), ( , ,4,3)u x x v y y w z z= = =. 

 : הנתונה מי מבין הבאים הוא הפתרון הכללי של המערכת 

x .א au bv cw= + + 

) .ב 1)x a b u av bw= + + − − 

x .ג au bv w= + + 

) .ד ) ( ) ( )x a b u b c v c a w= − + − + − 

) .ה ) ( )x a b u av bw u= + − + ,  כאשר ,+ ,a b c. 
 

 בחלקו האחרון של פתרון תרגיל זה נדרש הידע הבא מהפרק מרחבים וקטורים:  הערה:       

0Axבהינתן מערכת הומוגנית          =: 

 אוסף כל הפתרונות של המערכת נקרא מרחב הפתרונות של המערכת. . 1        

 . מספר המשתנים החופשיים במערכת לאחר דירוג נקרא המימד של מרחב הפתרונות. 2        

 מומלץ לחזור לתרגיל זה אחרי שתעברו על הפרק מרחבים וקטורים.  ,בכל אופן        
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 תשובות סופיות 

. א (1

2 1 1 3

1 2 4 5

4 4 1 2

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     
     

 

ב. 

2 3 1 1 1

4 1 2 0 4

0 1 1 1 1

1 2 4 0 10

x

y
A x b

z

t

−     
     
     = = =
     
     

− −     

 

2) 

4 2 4 1

2

6 3 3

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

3) 

2 4 1

5 2

6 3

y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− − =

 

4) 

(4 ) 2 4 1

( 1) 2

6 (3 ) 3

k x y z

x k y z

x y k z

+ − + =

+ − + =

− + + =

 

5) 

3 2 4 0

2 0

6 2 0

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

6) 

2 3

2 3 6 6

4 9

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − − =

+ + =

 

7) ( , , ) (1, 2,3)x y z = 

8) ( , , , ) ( 13,4, 5,2)x y z t = − − 

 . הוכחה (9

10) 

3

1

6

x

y

z

−   
   

=   
   −   

 

2kאם  (11  1  אוk   , אז יש פתרון אחד. −

2kאם   , אז יש אינסוף פתרונות. =

1kאם  =  , אז אין פתרונות. −

12) 5, 9m k= = 

 הוכחה.  (13

1
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- הוא קבוע השווה ל −1Aסכום האיברים בכל שורה של   (14
1

k
. 

 הוכחה.  (15

 הוכחה.  (16

 הוכחה.  (17

1
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 רגרסיה לינארית

 שאלות

 :בטבלה הבאה הביקוש של מוצר מסוים ביחס למחיר שלו בתקופה של חודש (1

   

( ) / ( )

49 124

69 95

89 71

99 45

109 18

price x Demand sales y

 

 גרסיה של הבעיה. ישר הר מצא את   .א

 . 54$בעזרת ישר זה נבא את הביקוש אם המחיר הוא  .ב

 השיפוע של ישר הרגרסיה? מה משמעות   .ג

 (.SSEמצא את סכום ריבועי השגיאות בחישוב הנ"ל ) .ד
 

 הערה: הנח שהביקוש הוא ביחידות מוצר והמחיר הוא בדולרים. 
 

 

 

 תשובות סופיות 

)א.  (1 ) 1.7 211f x x= −  יחידות מוצר .   119.2הביקוש הוא ב.   +
יחידות מוצר   1.7לירידה במכירות של   תביא 1$-העלאת מחיר המוצר בג. 

207.65SSEד.     בחודש.  = 

1

פרק 23מטריצות

212

212



מתמטיקה שימושית לתלמידי קרקע
ומים

פרק 24 - דטרמיננטות

תוכן העניינים

1. חישוב דטרמיננטות י 213

2. כלל קרמר ופתרון מערכת משוואות י 221

3. מטריצה צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה י 222

4. שימושי הדטרמיננטה י 226

5. תרגילי תיאוריה מתקדמים י 227

212

212
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 דטרמיננטות 

 שאלות

 )פיתוח לפי שורה/עמודה(:  שב את הדטרמיננטה על ידי הורדת סדרח 5-1 בשאלות 

א.  (1
a b

c d
ב.   

5 2

7 3−
ג.    

4 1.5

2 1

−

−
 

 

א.  (2

1 0 2

4 1 8

2 0 3

ב.   

2 1 1

0 2 1

1 0 0

ג.    −

2 1 1

3 2 5

0 2 0

− 

 

א.  (3

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

ב.   

1 0 2 5

2 0 6 0

5 3 7 4

2 0 5 44

− −

−
ג.   

4 0 0 5

1 7 2 4

4 0 0 0

1 4 1 1−

 

 

4) 

1 9 8 3 4

3 0 5 0 2

2 4 1 0 3

4 1 7 0 2

0 0 1 0 0

−

− 

 

5) 

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 1 5 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

−

−

− − −

 

 

 דירוג. חשב את הדטרמיננטה של המטריצות על ידי  7-6בשאלות 

א.  (6

1 3 0 2

2 5 7 4

3 5 2 1

2 2 2 1

− −

−

ב.  

1 3 3 4

0 1 2 5

2 5 4 3

1 2 1 1

−

−

−

− − − −

ג.   

1 1 3 0

1 0 2 4

1 2 8 5

3 1 2 3

− −

−

− −

 

  

1
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א.  (7

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

2 6 2 3 9

3 7 3 8 7

3 5 5 2 7

− −

− − −

− −

− −

ב.   

1 2 1 0 2

3 4 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 3 1 0

0 0 5 2 7

− −

− − −

−

 

ג. 

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 0 4 1

0 0 0 2 7

− −

− − −

 

 

 ודירוג: חשב את הדטרמיננטה על ידי שילוב של הורדת סדר  10-8בשאלות 

8) 

2 5 3 1

3 0 1 3

6 0 4 9

6 15 7 2

− −

−

− −

− −

 

 

9) 

1 2 3 0

3 4 3 0

5 4 6 6

3 4 7 3

−

 

 

10) 

2 5 4 1

6 12 10 3

6 2 4 0

6 7 7 0

− −

−

 

 

 ללא חישוב, שהדטרמיננטה של המטריצות שווה אפס:הראה,   12-11בשאלות 

א.  (11

1 0 2

7 0 12

3 0 2

ב.   

1 2 3

4 5 6

5 7 9

 .ג  

12 15 18

13 16 19

14 17 20

 

 

1
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א.  (12

1 1 1

y z z x y x

x y z

+ + +

ב.   
a a x a y

b b x b y

c c x c y

+ +

+ +

+ +

 

ג. 

2 2

2 2

2 2

sin cos 1

sin cos 1

sin cos 1 1

x x

y y

z

ד.   

3 1 4 5 0 1 12

14 4 1 4 1 8 4

3 5 2 0 4 1 3

4 2 1 1 0 6 6

21 2 3 4 5 6 1

2 5 7 4 2.5 1 1.5

11 2 6 9 1 3 4

− −

− −

− − −

− −

−

− − − −

− − −

 

 

4נתון כי:    13-15בשאלות 

a b c

d e f

g h i

=. 

 חשב:

13) 

2

2

2

a g d d

b h e e

c i f f

+

+

+

 

 

14) 

2 3 2 4

2 3 2 4

2 3 2 4

a d d g a

b e e h b

c f f i c

− +

− +

− +

 

 

15) 

0 3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 0 0 0

g d a a d

h e b b e

i f c c f

+ +

+ +

+ +
 

 

הוכח כי:   (16

2

2

2

1

1 ( )( )( )

1

a a

b b b a c a c b

c c

= − − −. 

 

1
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הוכח כי:   (17

2 3

2 3

2 3

2 3

1

1
( )( )( )( )( )( )

1

1

x x x

y y y
y x z x t x z y t y t z

z z z

t t t

= − − − − − −. 

 

חשב:   (18

1 1 1 1

1 1 1 1

det 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

. 

 

 .n  , נתונה מטריצה ריבועית מסדר19-52 שאלותמה תבכל אח 
 המטריצה הנתונה: חשב את הדטרמיננטה של 

19) 

1 1

0 1
ij

i j

i j
a

j i j

j i j

= =


= 
= 


− 

 

 

20) 

1

1,

0

ij

j i j

a n i j n

else

= +


= = =



 

 

21) 
1 1

0
ij

i j n
a

else

+ = +
= 


 

 

22) ij

a i j
a

b else

=
= 


 

 

23) 

1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 n

 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

1
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24) 

1 1 1 1

1 3 3 3

1 3 6 6

1 3 6 3( 1)n

 
 
 
 
 
 
 − 

 

 

25) 
1

1

0

ij

a i j

b i j
a

c j i

else

=


= +
= 

= +


 

  :25בשאלה   *

 צא נוסחת נסיגה עבור הדטרמיננטה. מ .1

,3הנח כי   .2 1, 2a b c= =  ומצא: , =

 ביטוי סגור עבור הדטרמיננטה.  .א

20n כאשר ,את הדטרמיננטה  .ב =. 
 

  חשב: (26

2 1 2 1 1 3 1

a b c d e a b c d e

f g h i j f g h i j

k l m n o k l m n o

p q r s t p q r s t

a b x y a b c d x e y

+

+ − − − − − −

. 

 

|,  3מטריצות מסדר  B- ו A  ן כינתו  27-28בשאלות  | 4 , | | 2A B= =. 
 חשב:

1א.  (27 TABA B−   .2ב 3| 4 |A B 

 

2א.  (28 3| |TA B A−−  .2 ב| 2 |TA A adjB− 

 

)1נתון:   (29 )PQ APQ B− =. 

|הוכח:   | | |A B=. 

 

2- כך ש ,4מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A  :ןנתו  (30 3 0AB I+ =, | | 2A =. 

|חשב את   |B. 

 

1
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2- כך ש ,3מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A:  ןנתו  (31 13 0 , 2 0A B B A−+ = − =. 

|חשב את   |, | |A B. 

 

1  .1הוכח:  (32 1
| |

| |
A

A

− =  2. ( ) 1| |nnxnadj A A −=. 

 

 . זוגי-סימטרית מסדר אי- מטריצה אנטי Aנתון כי   (33

|- הוכח ש | 0A =. 

 

|,   nמטריצה מסדר   A :ןנתו  (34 | 128A =, 22 TAB B A=, ו -B הפיכה . 
 .nמצא את  

 

) :ןנתו  (35 ) ( )
1

det 2, det
3

nxn nxnA B= =. 

21 חשב:
det

3

n nB A−. 

  

1
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 תשובות סופיות 

adא.  (1 bc−  .1ג.   29ב− 

  −14ג.  −3ב.   −1א.  (2

  −300ג.  234ב.   24א.  (3
4) 9 
5) 6 
 3 ג.  0ב.   0א.  (6
 104 ג.  44 ב.  24א.  (7
8) 120 
9) 114 

10) 6 
 www.GooL.co.ilתרונות באתר: פ (11

 פתרונות באתר.  (12

13) 8− 

14) 16 

15) 9 

 הוכחה.  (16

 הוכחה.  (17

18) ( ) ( )
4

1 4k k− + 

19) !n 

20) 1( 1) !n n−− 

21) 
(3 1)

2( 1)
n n+

− 

22) 1( ) [ ( 1) ]na b a n b−− + − 

23) 1  

24) 22 3n− 

25) 1. 2 3

2 3, 2D a bc D a abc= − = −  ,1 2n n nD aD bcD− −= − 

12  .א.2 1n

nD += 21 .ב  −

20 2 1D = − 

26)  0 

 132ב.     4 א. (27

 −112 .ב  −8 .א (28

 הוכחה.  (29

1
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30) 
81

32
 

31) | | 18, | | 2 / 3A B= = − 

 הוכחה.  (32

 הוכחה.  (33

34) 7  

35) 4n 

1
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 כלל קרמר 

 שאלות

 פתור את מערכות המשוואות בעזרת כלל קרמר:  3-1בשאלות 

1) 
2 5

3 4 11

x y

x y

+ =

+ =
 2) 

3

4 8 21

2 3 8

x z

x y z

x z

+ =

+ + =

+ =

 3) 

2 5 8

2 6 8

5 3 7 4 5

2 5 44 51

x z t

x y

x y z t

x y z

+ + =

− − = −

+ − + =

+ + =

 

 

נתונה מערכת המשוואות:  (4

1

1

1

1

, 1

kx y z t r

x ky z t r

x y kz t r

x y z kt r

x y z t kr

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

.  

 למערכת פתרון יחיד?  kעבור איזה ערך של   .א

למערכת פתרון יחיד שבו   kעבור איזה ערך של   .ב
1

2
x =? 

עבורו למערכת פתרון יחיד שבו   kהאם קיים   .ג
1

5
x =? 

x- מתקיים ש  אז בהכרח ,פתרון יחידהוכח שאם למערכת  .ד y z t r= = = =. 

 

A,יהיו   (5 B   מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 עבור כל אחת מהטענות הבאות קבע האם היא נכונה או לא.  

0Axאם למערכת ההומוגנית   .א 2- קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית   .ב ) 0tA A x |קיים פתרון יחיד, אז   = | 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית   .ג ) 0AB x |- קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = | 0A =. 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1, 2x y= = 

2) 1, 1, 2x y z= = = 

3) 1x y z t= = = = 

,1א.  (4 4k k  2kב.   − =  . ד. הוכחה  ג. לא.  −

 . ג. לא נכונה  ב. לא נכונה.   א. לא נכונה.  (5

1
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 צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה  מטריצה

 שאלות

)חשב את הצמודה הקלסית   1-3 בשאלות  )adj A,   1ובעזרתה אתA−: 

1) 
1 2

3 4
A

 
=  
 

 2) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

A

 
 

= − 
 
 

 3) 

1 0 1 0

0 1 0 0

1 0 1 1

0 0 1 1

A

 
 

=  
 
 

 

 

נתון:  (4

9 26 1 14 10

13 7 87 4 0

71 35 3 0 0

17 2 0 0 0

2 0 0 0 0

A

− − 
 

− 
 =
 
 
 
 

 . 

):  חשב .א )
1,5

adjA. 

)חשב:   .ב )1

1,5
A−. 

 

|הוכח שאם   (5 | 1A  הם מספרים שלמים,  Aוכל איברי   =

 מספרים שלמים. הם  גם  −1Aאזי כל איברי  
 

 מטריצה משולשית תחתונה והפיכה. A- נתון ש (6

 משולשית תחתונה.  −1A- הוכח ש

 

 הפיכה. A- נתון ש (7

)הוכח שגם   )adj A   וגםTA .הפיכות 
 

A,נתון:   (8 B   .הפיכות,C D  .לא הפיכות 
 האם המטריצות הבאות הפיכות: 

C .א D+ ב. A B+ ג. AD ד. CD ה. AB 

 

2עבורם המטריצה הבאה לא הפיכה: kמצא את ערכי   (9

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 4 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

k

k k k k

 
 
 
 − +
 

− 
 − − − 

. 

  

1
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A,- ידוע ש (10 B 0- מטריצות ריבועיות מאותו סדר וB . 
 הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות: 

0ABאם  .א  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ב  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ג |אז   ,= | 0A =. 

0ABאם  .ד |אז   ,= | 0A =. 
 

נתונות שתי מטריצות   (11
3 5 5 3,A B 

. 

 הוכח או הפרך את הטענות הבאות: 

| .א | | |AB BA=  

) .ב ) ( )adj AB adj BA  
 

מתקבלת ממטריצה   Bאם  (12
3 3A 

 , 4- ב על ידי כפל העמודה הראשונה 

|אז  ( ) |adj A B שווה ל: 

3 .א 34 | |A 

3 .ב 34 | |B 

34 .ג | |B 

34 .ד | |A 

 

)נתונה מטריצה ריבועית   (13 )ijA a=   3מסדרn    1המקיימתija i j= + −. 

 מהטענות הבאות: הוכח או הפרך כל אחת  

| .א | 4A = 

 הפיכה.  A .ב

) .ג ) 0adj A = 

| .ד | 0A = 
 

 , אז:Aהיא הצורה המדורגת של מטריצה ריבועית   Gאם  (14

)בהכרח   .א ) ( )det detA G=   וגם( ) ( )adj A adj G=. 

)בהכרח   .ב ) ( )det detA G= אך ייתכן ש ,( ) ( )adj A adj G. 

)- ייתכן ש .ג ) ( )det detA G  אך בהכרח ,( ) ( )adj A adj G=. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ד
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)תהי   (15 )ijA a=   2מטריצה ריבועית מסדרn , כך ש-1ij

i i j
a

i j

=
=


. 

1לכל   ,i j n , :אז בהכרח מתקיים 

! .א 1A n= − 

 הפיכה.  A .ב

) .ג )adj A  .לא הפיכה 

4nאם  .ד )אז   ,= ) 214Adj A . 

 
4nמטריצה ריבועית מסדר   Aתהי   (16 . 

 הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות: 

)אם  .א ) 2rank A n= ), אז בהכרח  − ) 0adj A =. 

)סימטרית, אז בהכרח  -אנטיAאם  .ב )adj A סימטרית. - אנטי 

)אם  .ג ) 0adj A  .=0A, אז בהכרח  =

 
17) A   ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ -A   4ע"י הכפלת השורה הראשונה פי, 

 ע"י:  adjA- מתקבלת מ  adjBאז 

 . 4הכפלת השורה הראשונה פי  .א

 . 4הכפלת כל שורה פרט לראשונה פי  .ב

 . 4הכפלת העמודה הראשונה פי  .ג

 . 4הכפלת כל עמודה פרט לראשונה פי  .ד

 תשובה אינה נכונה. אף  .ה
 

)המקיימת    5מטריצה ריבועית מסדר  Aתהי   (18 )( 1 )Adj i A i− + =. 

)detחשב   )A. 

 
 .nמטריצה ריבועית מסדר   Aנתון כי   (19

 הוכח את הטענות הבאות:

) הפיכה   A .א )Adj A .הפיכה 

) .ב ) ( )
11 ( )Adj A Adj A
−− = 

)1 .ג ) | |nAdj A A −= 
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 תשובות סופיות 

1) 1
4 2 2 1

( ) ,
3 1 1.5 0.5

adj A A−
− −   

= =   
− −   

  

2) 1

8 1 3

( ) 5 1 2

10 1 4

adj A A−

− − 
 

= = −
 
 − 

 

3) ( ) 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0 0
,

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

adj A A−

− −   
   −

= =   − − −
   

− −   

 

 0.5 ב.  240 א.  (4

 הוכחה.   (5

 הוכחה.  (6

 הוכחה.  (7

 ג. לא הפיכה.  ב. לא ניתן לדעת.  לא ניתן לדעת.  .א (8

 ה. הפיכה.   ד. לא הפיכה. 

0kאם ורק אם   (9 =. 

 הוכחה.  (10

 הוכחה.  (11

 ד (12

 הוכחה.  (13

 ד (14

 ד (15

 הוכחה.  (16

 ד (17

18) 
5

22
−

 

 הוכחה.  (19
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 שימושי הדטרמיננטה

 שאלות

 : שקדקודיהחשב את שטח המקבילית א.    (1
  1 .(0,0), (5,2) , (6,5) , (11,6)  2 .( 1,0) , (0,5) , (1, 4) , (2,1)− − 

,(0,0,0):  שקדקודיוחשב את נפח המקבילון   .ב (1,0, 2), (1,2,4), (7,1,0)−. 

,3,3)מצא משוואת מישור העובר דרך הנקודות:   .ג 2), ( 1,3,1), (1,1, 1)− − −. 

,1):  שקדקודיוחשב את שטח המשולש   .ד 2), (3, 4), (5,8). 

 
 : בכל אחד מהסעיפים בתרגיל זה עליך להשתמש בדטרמיננטות. הערה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

3ג.   22ב.  14. 2א.  . 13 .1א. (1 4 2 0x y z− + +  2ד.        =
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 תרגילי תיאוריה מתקדמים

 שאלות

A3 מתקבלת ממטריצה Bאם  (1 3 , 7-בע"י כפל העמודה הראשונה, 

אז  adj A B :היא 

 .א
3

A 

 .ב
3

B 

 .ג
2

A B 

 .ד
2

A B 

  
2) ,A B  ,0מטריצות ריבועיות מאותו סדרB :אז , 

0ABאם  .א  ,0אזA . 

0ABאם  .ב ,  0אזA . 

0ABאם  .ג  , 0אזA . 

0ABאם  .ד  , 0אזA . 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

3) B  5מטריצה 3 ,A  3מטריצה 5:אז בהכרח , 

 .א   det detAB BA 

 .ב   rank AB rank BA 

 .ג   rank AB rank BA 

 .ד   adj AB adj BA 
 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

4) A  ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ-A  7ע"י הכפלת השורה הראשונה פי, 
 ע"י: adjA-מתקבלת מ adjBאז 

 .7הכפלת השורה הראשונה פי  .א
 .7ה פי הכפלת כל שורה פרט לראשונ .ב
 .7הכפלת העמודה הראשונה פי  .ג
 .7הכפלת כל עמודה פרט לראשונה פי  .ד
 תשובה אינה נכונה.אף  .ה
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A,יהיו  (5 B  מטריצות ממשיות מסדרn n:אז בהכרח מתקיים . 

אם למערכת ההומוגנית  .א  0AB x  קיימים שני פתרונות שונים, 

0Aאז בהכרח  . 

למערכת ההומוגנית  0-אם קיים פתרון שונה מ .ב  0AB x , 

אז למערכת ההומוגנית   0BA x  0-קיים פתרון שונה מ. 

0Axאם למערכת ההומוגנית  .ג  2-אז ייתכן ש ,קיים פתרון יחיד 0A . 

אם למערכת ההומוגנית  .ד  0tA A x  קיים פתרון יחיד, 

 תלויות ליניארית. Aאז השורות של 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

A,תהיינה  (6 B  4מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn :אזי בהכרח מתקיים . 

אם  .א  2rank A n ,  אז בהכרח  0adj A . 

אז בהכרח  ,סימטרית-אנטיAאם  .ב adj A סימטרית. -אנטי 

אם  .ג  0adj A ,  0אז בהכרחA . 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ד

 

 אתה (7 ijA a  3מטריצה ריבועית מסדרn , 1-כך שija i j  . 

 אז בהכרח מתקיים:

2A .א  

0A .ב  

 תלויות ליניארית.-בלתיAעמודות  .ג

 .ד  0adj A  

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

-ונניח ש ,5מטריצה ריבועית מסדר  A אתה (8 ( 1 )adj i A i  , 

 שווה ל: ההערך המוחלט של הדטרמיננטאז 

4 .א 2 

 3i .ב

 0 .ג

 .ד
2

8
 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה
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A,נניח  (9 B  מטריצות מסדר גודלn n  2המקיימות 2 nA AB I . 

 אז בהכרח מתקיים:

 הפיכה. B .א

0A .ב  

0ABxלמערכת  .ג  פתרון יחיד. 

AB .ד BA 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

 , אז:Aהיא הצורה המדורגת של מטריצה ריבועית  Gאם  (10

בהכרח  .א   det detA G  וגם   adj A adj G. 

בהכרח  .ב   det detA Gאך ייתכן ש ,   adj A adj G. 

-ייתכן ש .ג   det detA G אך בהכרח ,   adj A adj G. 

 אף תשובה אינה נכונה. .ד

 

תהי  (11 ijA a  2מטריצה ריבועית מסדרn , כך ש-
1

ij

i i j
a

i j


 


. 

1לכל  ,i j n , :אז בהכרח מתקיים 

! .א 1A n  

0A .ב  

 תלויות ליניארית.-בלתי Aעמודות  .ג

 .ד  0adj A  

 אף תשובה אינה נכונה. .ה
 

A,יהיו  (12 B  מטריצות ממשיות מסדרn n:אז בהכרח מתקיים . 

אם למערכת ההומוגנית  .א  0AB x  0-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן שA . 

למערכת ההומוגנית  0-פתרון שונה מאם קיים  .ב  0AB x , 

0Axאז למערכת ההומוגנית   0-קיים פתרון שונה מ. 

0Axאם למערכת ההומוגנית  .ג  2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש 0A . 

אם למערכת ההומוגנית  .ד  0tA A x  קיים פתרון יחיד, אז השורות 

 תלויה ליניארית.-בלתי Aשל 

 אף תשובה אינה נכונה. .ה
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 תשובות סופיות

 ב (5 ד (4 ד (3 ב (2 ד (1

 ד (10 ד (9 ד (8 ב (7 א (6

    ד (12 ג (11

 

1

פרק 24דטרמיננטות

230

230


