
חדוא 1
פרק 6 - הגדרת הנגזרת - גזירות של פונקציה - נגזרות חד-צדדיות

תוכן העניינים

1. הגדרת הנגזרת וגזירות של פונקציה י 1

2. נגזרות חד צדדיות י 8
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 , גזירות של פונקציההגדרת הנגזרת 

 לתשומת לבך 

 .הספר ביתכפי שנלמד ב בפרק זה אנו מניחים שהנך יודע לגזור פונקציות לפי נוסחאות גזירה
 חזור לכאן. כשסיימת ורקלמד את הנושא,  ראשית לפרק הבא, עבורבמידה והנחה זו שגויה, 

 

 * תשאלו

 חשב את הנגזרת של הפונקציה הנתונה על פי ההגדרה: 6-1בשאלות 

)חשב את  (7 )' 0f,   אם נתון כי( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 44f x x x x x x= − − − −. 

 

)חשב את  (8 )' 0f,   אם נתון כי( ) ( ) 22 1 1f x x x x x= + + +. 

 

)חשב את  (9 )' 0f,   אם נתון כי( ) ( )f x x z x=   כאשר( ) ( )
0

0 1 , lim 4
x

z z x
→

= =. 

 

)נתונה הפונקציה:   (10 )
( )

3

2

1 0

1 0

x x
f x

x x

 − 
= 

− + 

. 

 .הפונקציה רציפהמצא את כל הנקודות בהן  . א

1xבדוק על פי הגדרת הנגזרת האם הפונקציה הנתונה גזירה בנקודה  .ב =. 
 האם קיים משיק בנקודה זו ? 

 

:  נתונה הפונקציה (11
1

sin 0
( )

0 0

nx x
f x x

x




= 
 =

 (n )טבעי . 

0xה  הפונקציה גזירה בנקוד nעבור אילו ערכים של   . א =? 

0x  הפונקציה גזירה ברציפות בנקודה nעבור אילו ערכים של   .ב =? 

 
 

 

 ___________ ___ 
 בכלל לופיטל. חל איסור להשתמש* בפרק זה 

1) ( ) 2 4 1f x x x= + + 2) ( )
1

1
f x

x
=

+
 3) ( ) sin 4f x x= 

4) ( ) xf x e= 5) ( ) lnf x x= 6) ( ) 10f x x= + 

1
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: נתונה הפונקציה (12
1

arctan 0
( )

0 0

nx x
f x x

x




= 
 =

  (n )טבעי . 

0xהפונקציה גזירה בנקודה   nעבור אילו ערכים של   . א =? 

0xהפונקציה גזירה ברציפות בנקודה   nעבור אילו ערכים של   .ב =? 

 

 :םאת הגבולות הבאי  בחש (13

 . א
0

ln(4 ) ln 4
lim
x

x

x→

+ −
 .ב                    

1

0
lim

x

x

e e

x

+

→

−
 

 

 :כי  הוכח  .0xגזירה בנקודה   fנתון כי   (14

 . א
0

0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
  

 .ב
0

2 2
2 0 0

0 0 0 0

0

( ) ( )
2 ( ) '( ) lim

x x

x f x x f x
x f x x f x

x x→

−
− =

−
  

 

 אי זוגית.  f'גזירה וזוגית. הוכח כי   fנתון כי   (15

 

]-המוגדרת בפונקציה נתונה  (16 , ]a b   ומקיימת לכל,x y ב-[ , ]a b: 
2| ( ) ( ) | | |f x f y x y−  −. 

]-גזירה ב fהוכח כי   , ]a b .וחשב את נגזרתה 

 

:  נתונה הפונקציה (17
2

3
( )

x x
f x

x x

 
= 


. 

)'חשב את  )f x .על פי ההגדרה 

 

:  נתונה הפונקציה (18
2( 1)

( )
0

x x
f x

x

 − 
= 


. 

)'חשב את  )f x .על פי ההגדרה 

 

)5נתונה הפונקציה  (19 ) sinf x x= . 

)'חשב את  . א )f x. 

)'את כל הנקודות עבורן    מצא .ב ) 0f x =. 
 

 ___________________________ 
  בכלל לופיטל. חל איסור להשתמש* בפרק זה 
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 :הוכח או הפרך (20

-גזירה ב  hאם  . א
0x ו -g אינה גזירה ב-

0x, אזf g h= -אינה גזירה ב  +
0x . 

-אינה גזירה ב hאם  .ב
0x  ו -g אינה גזירה ב-

0x, אזf g h= -אינה גזירה ב +
0x. 

-אינה גזירה ב hאם  . ג
0x ו-g אינה גזירה ב-

0x,   אזf g h=  אינה גזירה ב-
0x  . 

-גזירה ב  hאם  .ד
0x ו -g אינה גזירה ב-

0x, אזf g h=   אינה גזירה ב-
0x . 

 

 הוכח או הפרך: (21

אז  ,גזירה fאם  . א
1

lim ( ) '( )
n

n f x f x f x
n→

  
+ − =  

  
. 

אם הגבול  .ב
1

lim ( )
n

n f x f x
n→

  
+ −  

  
 גזירה. f אז , קיים וסופי 

 

 הוכח או הפרך: (22

)-גזירה ב  fאם  . א ),a b ו -lim ( )
x a

f x
+→

= ,   אזlim '( )
x a

f x
+→

= . 

)-גזירה ב  fאם  .ב ),a b ו -lim '( )
x a

f x
+→

= ,   אזlim ( )
x a

f x
+→

= . 

 

)נתון כי   (23 )f x 4-רציפה בx , ומקיימת  =
4

( ) 10( 4)
lim 0

4x

f x x

x



→

− − −
=

−
. 

4x-גזירה ב f-הוכח ש  .f(4)'וחשב את  ,=

 

0x פונקציה רציפה בסביבת הנקודה fתהי  (24 מקיימת ה =
0

( )
lim 0
x

f x

x→
=. 

(0)הוכח כי   . א 0f =. 

0x-גזירה ב fהוכח כי   .ב (0)'-ו = 0f =. 

 

(0)  , ונתון כיפונקציה גזירה על כל הישר fי תה (25 0f f(0)'-ו = k= . 

הוכח כי   
1

lim
x

x f k
x→

 
= 

 
. 

 

f:תהי  (26  .0xפונקציה גזירה בנקודה   →

אם  . א
0( ) 0f x ,  הוכח שגם| |f גזירה ב-

0x. 

)0אם  .ב ) 0f x |הראה שייתכן כי   ,= |f 0-גזירה בx  .וייתכן שלא 
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,תהיינה  (27 :f g פונקציות גזירות בנקודה  →
0x. 

נגדיר   ( ) max ( ), ( )h x f x g x=  לכלx. 

0הראה שאם  0( ) ( )f x g x, אז  h גזירה ב-
0x. 

 

 . -פונקציה זוגית ב fתהי  (28

), אז 0- גזירה ב fהוכח כי אם  )' 0 0f =. 
 

 הערה: פתור בשתי דרכים שונות.

 

:נתונה פונקציה  (29 (0, )f  )המקיימת   → ) ( ) ( )f xy f x f y= +, 

,לכל  (0, )x y . 

1xגזירה בנקודה   fנתון כי   =. 

(1)הוכח כי   . א 0f )-ו = ) ( )
x

f f x f y
y

 
= − 

 
. 

0xושלכל  ,גזירה fהראה כי   .ב , 
'(1)

'( )
f

f x
x

=. 

 

פונקציה גזירה המקיימת   fנתון כי   (30
( ) ( )

2 2

x y f x f y
f

+ + 
= 

 
. 

 פונקציה לינארית.  f-הוכח ש

 

 הסעיפים הבאים:ענה על  (31

 הוכח את הטענה הבאה: . א

-גזירה ב  fאם 
0x,  אז

( )0 0

0

( )
'( ) lim

n

n
n

f x a f x
f x

a→

+ −
= 

0naלכל סדרה  →. 

f:תהי  .ב 0פונקציה גזירה בנקודה   → 1x (1)- ו ,= 1f =. 

 אז ,kהראה שאם 

( )1 2
( 1)

lim (1 ) (1 ) ... (1 ) (1)
2

k
n n n

n

k k
n f f f k f

→

+
 + + + + + + − = . 

חשב את הגבול  . ג
1 2 10

lim ... 10n n n

n
n e e e

→

 
+ + + − 

 
. 
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 ענה על הסעיפים הבאים: (32

הוכח שפונקציית דיריכלה  . א
1

( )
0

x
D x

x


= 


 לא גזירה בכל מקום. 

)2הוכח שהפונקציה  .ב ) ( 1) ( )f x x D x= 1xבנקודה רקגזירה  − =. 

 

 .0x-פונקציה גזירה ב fתהי  (33

0הוכח כי   . א 0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

2h

f x h f x h
f x

h→

+ − −
=. 

 ,באופן שהגבול בסעיף א' קיים, fתן דוגמה של פונקציה רציפה  .ב

אך 
0'( )f x .אינו קיים 

הבע באמצעות  . ג
0'( )f x  0את הגבול 0

0

( 2 ) ( 3 )
lim
h

f x h f x h

h→

− − +
. 

 

-פונקציה גזירה פעמיים ב fתהי  (34
0x. 

0הוכח כי   . א 0 0
0 20

( ) 2 ( ) ( )
''( ) lim

h

f x h f x f x h
f x

h→

+ − + −
=. 

 ,באופן שהגבול בסעיף א' קיים  ,fתן דוגמה של פונקציה   .ב

אך 
0''( )f x .אינו קיים 

 
 הערה: פתור את סעיף א' רק אחרי שלמדת את כלל לופיטל.
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 סופיות תשובות 

1) ( )' 2 4f x x= + 2) ( )
( )

2

1

1
f x

x
= −

+
 3) ( )' 4 cos 4f x x= 

4) ( )' xf x e= 5) ( )
1

f x
x

= 6) ( )
1

2 10
f x

x
=

+
 

7) !44 8) 2 9) 4 

1x  ב. לא גזירה בנקודה .x א. רציפה לכל (10  . קיים משיק אנכי בנקודה .=

1nא.  (11     .2בn  

1nא.  (12     .1בn  

 א. (13
1

4
 e  ב.  

 .הוכחה (14

 .הוכחה (15

’שאלת הוכחה.  (16 0f = 

0x- הפונקציה גזירה רק ב (17 (0)' :ומתקיים , = 0f =. 

1x- הפונקציה גזירה רק ב (18 (1)' :ומתקיים  , = 0f =. 

א.  (19

4

4

5sin cos 2 (2 1)

'( ) 0

5sin cos (2 1) (2 2)

x x n x n

f x x n

x x n x n

 



 

   +


= =

− +   +

ב.    
2

x n


= 

 .שאלת הוכח או הפרך (20

 .שאלת הוכח או הפרך (21

 .שאלת הוכח או הפרך (22

 ה.שאלת הוכח (23

 ה.שאלת הוכח (24

 ה.שאלת הוכח (25

 ה.שאלת הוכח (26

 ה.שאלת הוכח (27

 ה.שאלת הוכח (28

 ה.שאלת הוכח (29

 ה.שאלת הוכח (30

 55ג.  ה.שאלת הוכחב.  ה.שאלת הוכחא.  (31

 ה.שאלת הוכח (32
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)ב.   ה.שאלת הוכחא.  (33 )f x x=   .ג( )05 'f x− 

)ב.   ה.שאלת הוכחא.  (34 ) ( )

1 0

sgn 0 0

1 0

x

f x x x

x

− 


= = =
 

 

 

 

 

 www.GooL.co.ilאתר לפתרונות מלאים בווידאו היכנסו ל
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 צדדיות -נגזרות חד

 שאלות 

שלה  תאר שתי דרכים שונות לבדיקת גזירות של פונקציה מפוצלת בנקודות התפר (1
 )נקודה שבה מתחלפת נוסחת הפונקציה(.

) השתמש בפונקציה )
2

3

8    2

12   2

x x x
f x

x x

 + 
= 

+ 
 על מנת להדגים שתי שיטות אלה.  

 שתיארת. בנוסף, הסבר מתי עליך להשתמש בכל אחת מהשיטות 
 

 בכל דרך שתבחר. ,חום הגדרתןבתבדוק גזירות הפונקציות הבאות  9-2 בשאלות

 בנוסף, רשום נוסחה עבור הנגזרת של כל אחת מהפונקציות: 

2) ( )
2

3

4 2

14 2

x x x
f x

x x

 − 
= 

− 
 3) ( )

2

3

5 2

14 2

x x x
f x

x x

 − 
= 

− 
 

4) ( )
2

3

8 2

12 2

x x x
f x

x x

 + 
= 

+ 
 5) ( )

( )
2

ln 1 2 0.5 0

2 0

x x
f x

x x x

 + −  
= 

+ 

 

6) ( ) 2 4 1f x x= + − 7) ( ) 23 1f x x x x= + + 

8) ( )
1

sin 0

0 0

x x
f x x

x




= 
 

 9) ( )
2 1
sin 0

0 0

x x
f x x

x




= 
 

 

 

0xגזירה פעמיים בנקודה  5בדוק האם הפונקציה משאלה  (10 =. 
 

)נתונה הפונקציה:   (11 )

3 1 1

1
1

x x

f x
a x

x

 +  −


= 
+  −



. 

1xהפונקציה רציפה בנקודה  a עבור איזה ערך של הקבוע . א = −? 

שקיבלת בסעיף א', בדוק על פי הגדרת הנגזרת האם  a-עבור ערך ה  .ב
1xהפונקציה הנתונה גזירה בנקודה    = −. 

 האם קיים משיק בנקודה זו? 
 

 

___________ ________________ 
 בכלל לופיטל. חל איסור להשתמש* בפרק זה 
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הפונקציה הבאה גזירה בנקודת  b-ו aמצא עבור אלו ערכים של הקבועים  (12

)התפר:   )
3ln      0

    

x x e
f x

ax b x e

  
= 

+ 
. 

 עבור ערכים אלו, רשום נוסחה עבור הנגזרת.
 

בנקודת  הגזיר ה הבא ההפונקצי b-ו aערכים של הקבועים  אלועבור מצא   (13

)  :התפר )
          0 1

     1

xe x
f x

ax b x

  
= 

+ 
. 

 עבור ערכים אלו, רשום נוסחה עבור הנגזרת.

 

:  נתונה הפונקציה (14
2 1
sin 4 0

( )

0

x x x
f x x

px q x


+ 

= 
 + 

. 

 :הנתונה הפונקציה  q  -ו pקבע עבור אילו ערכים של הקבועים 
 . א. רציפה.     ב. גזירה

 

4 :עבור הפונקציה ,f(0)'חשב את  (15 3( ) sin(10 ) 1f x x x x= − + −. 

 

  :נתונה הפונקציה (16
| cos |

( )
0

x x
f x

x

 
= 


. 

 ממשי.  x  הוכח שהפונקציה לא גזירה לכל
 

 תזכורת )הערך השלם(

]  פונקציית הערך השלם ]x מספר ממשי מחזירה לכל  x הגדול ביותר מספר השלם את ה, 

[4.1] :)מעגלת כלפי מטה(. למשל x-שקטן או שווה ל 4 , [ 4.1] 5= − = −. 

 

)נתונה הפונקציה  (17 ) [ ] [ ]f x x x= − − . 

)'חשב את  )f x. 

 

)נתונה הפונקציה  (18 ) [ ]sin( )f x x x= . 

)'חשב את  )f x  על פי ההגדרה. 

 

)נתונה הפונקציה  (19 )( ) [ ] 1 cos( )f x x x= − . 

)'חשב את  )f x. 
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)היא פונקציה המקיימת fהוכח שאם  (20 ) 2f x x   לכלx, 

0x-גזירה ב  fאז  = . 

 

-פונקציה רציפה ב fתהי  (21
0 0x =. 

)הוכח כי הפונקציה  ) ( )z x x f x= גזירה ב-
0 0x )אם ורק אם  = )0 0f =. 

 

שתי פונקציות המוגדרות בסביבה מלאה של  g-ו fיהיו  (22
0x . 

 הוכח או הפרך:

0אם  . א 0( ) ( )f x g x= 0-ו 0

' '( ) ( )f x g x− +=, 

0המוגדרת על ידי  ,zאז הפונקציה 

0

( )
( )

( )

f x x x
z x

g x x x


= 


-גזירה ב, 

0x. 

f:אם  .ב g:-ו 0x-לא גזירה ב →  ,-גזירה ב →

gאז  f איננה גזירה ב-. 

- גזירה מימין ב gאם  . ג
0x  והפונקציהf מוגדרת בסביבה מלאה של 

0( )g x 0-וגזירה מימין ב( )g x אזי ,f g 0-גזירה מימין בx. 

 
 הערה: אין קשר בין הסעיפים.

 

 .-פונקציות המוגדרות ב g-ו f תהיינה (23

x ולכל , -היא פונקציה רציפה ב g- נתון ש y 

 מתקיים
( ) ( )

2

f x f y x y
g

x y

− + 
=  

−  
. 

)'ממשי מתקיים  xושלכל  ,-גזירה ב f  הוכח כי ) ( )f x g x=. 
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 תשובות סופיות 

1) ( )
2

2 8 2
'

3 2

x x
f x

x x

+ 
= 


 

2) ( )
2

2 4 2
'

3 2

x x
f x

x x

− 
= 


 

3) ( )
2

2 5 2
'

3 2

x x
f x

x x

− 
= 


 

4) ( )
2

2 8 2
'

3 2

x x
f x

x x

+ 
= 


 

5) ( )
2

0.5 0
' 1 2

2 2 0

x
f x x

x x


−  

= +
 + 

 

6) ( ) ( ) ( ) ( )' 4 1 , ' 4 1f x x f x x=  = −  

7) ( ) ( ) ( ) ( )' 8 0 , ' 4 0f x x x f x x x=  =  

8) ( )
1 1 1

sin cos 0

0 0

x
f x x x x

x


− 

= 
 

 

9) ( )
1 1

2 sin cos 0

0 0

x x
f x x x

x


− 

= 
 

 

0xגזירה פעמיים בנקודה  לא (10 =. 

1a א. (11  ב. לא גזירה. לא קיים משיק.   =

12) ( )

23
ln      0

' 3 / 2
3

    

x x e
x

f x a e b

x e
e


 

= = = −
 


 

13) ( )
          0 1

' 0
     1

xe x
f x a e b

e x

  
= = =


 

0qא.  (14 ,0ב.        = 4q p= = 

15) 10− 

 .הוכחה (16

17) 
0

'( )
undefined

x
f x

x


= 


 

1

פרק 6הגדרת הנגזרת - גזירות של פונקצ...

11

11



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

18) 
[ ]cos( )

'( )
undefined

x x x
f x

x

  
= 


 

19) ( )

 sin

' 0 , even

undefined , odd

x x x

f x x x

x x

 


= 
 

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